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Avant-Propos

Pour cette seconde édition, nous avons apporté quelques modifications au texte primitif.
Les premiéres concernent la correction d’erreurs plus ou moins importantes. L’erreur la plus
sérieuse était une affirmation fausse concernant les intégrales stochastiques (voir le résumé des
propriétés de I’intégrale stochastique a la fin de la section 4.1 du chapitre 3 et I’exercice 15, qui
nous a été inspiré par Marc YOR).

Nous avons ajouté quelques sujets de problemes a la fin du chapitre 4. Ces problémes per-
mettent d’introduire et de traiter divers exemples d’options exotiques.

Nous avons complété la bibliographie de quelques titres récents, en particulier sur le théme
des marchés incomplets, le chapitre 7 ne faisant qu’effleurer le sujet.

Enfin, nous avons récrit les programmes de simulation et d’analyse numérique dans le lan-
gage Cqui se répand de plus en plus dans les bangues.

Nous remercions les collegues qui nous ont signalé des erreurs ou des coquilles. Il en reste
hélas sirement et nous espérons que les lecteurs de cette nouvelle édition voudront bien nous
les signaler.

Damien Lamberton et Bernard Lapeyre.
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Introduction

Si, a I’égard de plusieurs questions traitées dans cette étude,
j’ai compareé les résultats de I’observation a ceux de la
théorie, ce n’était pas pour Vvérifier des formules établies
par les méthodes mathématiques, mais pour montrer seule-
ment que le marché, a son insu, obéit a une loi qui le do-
mine : la loi de la probabilité.

L. BACHELIER, Théorie de la Spéculation (1900)

Le but de ce livre est de fournir une introduction aux techniques probabilistes nécessaires a
la compréhension des modéles financiers les plus courants. Les spécialistes de la finance ont en
effet recours, depuis quelques années, a des outils mathématiques de plus en plus sophistiqués
(martingales, intégrale stochastique) pour la description des phénomenes et la mise au point de
méthodes de calcul.

En réalité, I’intervention du calcul des probabilités en modélisation financiére n’est pas ré-
cente : c’est en tentant de batir une “théorie de la spéculation” que Bachelier [Bac00] a décou-
vert, au début du siécle, I’objet mathématique appelé aujourd’hui “mouvement brownien”. Mais
elle a pris une dimension nouvelle a partir de 1973, avec les travaux de Black-Scholes [BS73]
et Merton [Mer73] sur I’évaluation (“pricing” en anglais) et la couverture des options. Depuis,
tandis que se développaient les marchés d’options, les méthodes de Black-Scholes et Merton ont
été perfectionnées, tant au niveau de la généralité que de la clarté et de la rigueur mathématique
et la théorie parait suffisamment avancée pour tenter de la rendre accessible a des étudiants.

1 Le probleme des options

Notre exposé est principalement centré sur le probleme des options, qui a été le moteur de la
théorie et reste I’exemple le plus frappant de la pertinence des méthodes de calcul stochastique
en finance. Une option est un titre donnant a son détenteur le droit, et non I’ obligation d’acheter
ou de vendre (selon qu’il s’agit d’une option d’achat ou de vente) une certaine quantité d’un
actif financier, a une date convenue et a un prix fixé d’avance. La description précise d’une
option se fait a partir des éléments suivants :

— la nature de I’option : on parle, suivant la terminologie anglo-saxonne, de call pour une

option d’achat et de put pour une option de vente.

— I’actif sous-jacent, sur lequel porte I’option : dans la pratique, il peut s’agir d’une action,

d’une obligation, d’une devise etc.

— le montant, c’est-a-dire la quantité d’actif sous-jacent a acheter ou a vendre.

— I’échéance ou date d’expiration, qui limite la durée de vie de I’option; si I’option peut

étre exercée a n’importe quel instant précédant I’échéance, on parle d’option américaine,
si I’option ne peut étre exercée qu’a I’écheance, on parle d’option européenne.
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— le prix d’exercice, qui est le prix (fixé d’avance) auquel se fait la transaction en cas d’exer-
cice de I’option.

L’ option, elle méme, a un prix, appelé la prime. Lorsque I’option est cotée sur un marché or-
ganisé, la prime est donnée par le marché. En I’absence de cotation, le probléme du calcul de
la prime se pose. Et, méme pour une option cotée, il peut étre intéressant de disposer d’une
formule ou d’un modele permettant de détecter d’éventuelles anomalies de marché.

Examinons, pour fixer les idées, le cas d’un call européen, d’échéance T, sur une action, dont
le cours a la date t est donné par S;. Soit K le prix d’exercice. Il est clair que si, a I’échéance T,
le prix K est supérieur au cours S+, le détenteur de I’option n’a pas intérét a exercer. Par contre,
si St > K, I’exercice de I’option permet a son détenteur de réaliser un profit égal a St — K, en
achetant I’action au prix K et en la revendant sur le marché au cours S+. On voit qu’a I’échéance,
la valeur du call est donnée par la quantité :

(ST — K)+ =max(St—K,0).

Pour le vendeur de I’option, il s’agit, en cas d’exercice, d’étre en mesure de fournir une action au
prix K, et, par conséquent de pouvoir produire & I’échéance une richesse égale a (St — K),. Au
moment de la vente de I’option, qu’on prendra pour origine des temps, le cours S+ est inconnu
et deux questions se posent :

1. Combien faut-il faire payer a I’acheteur de I’option, autrement dit comment évaluer a
I’instant t = O une richesse (St — K), disponible a la date T? C’est le probléeme du
pricing.

2. Comment le vendeur, qui touche la prime a I’instant O, parviendra-t-il & produire la ri-
chesse (St — K), aladate T? C’est le probléme de la couverture.

2 Lanotion d’arbitrage et la relation de parité call-put

La réponse aux deux questions qui précédent ne peut se faire qu’a partir d’un minimum
d’hypothéses de modélisation. L’hypothése de base, retenue dans tous les modeles, est que,
dans un marché suffisamment fluide, il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage, c’est-a-dire qu’il
est impossible de faire des profits sans prendre de risques. Nous traduirons cette hypothese en
termes mathématiques dans le chapitre 1. Pour I’instant, nous nous contenterons de montrer
comment, a partir de cette simple hypothése, on peut établir des relations entre les prix d’un
call et d’un put européen de méme échéance T et de méme prix d’exercice K, sur une action de
cours Sy a I’instant t. Nous supposerons qu’il est possible d’emprunter ou de placer de I’argent
a un taux constant .

Désignons par C; et P, les prix respectifs du call et du put & I’instant t. En I’absence d’op-
portunité d’arbitrage, on a la relation suivante, valable a tout instant t < T et appelée “relation
de parité call-put” :

Ci— Py =S —Ke T,

Pour faire comprendre la notion d’arbitrage, montrons comment on pourrait réaliser un profit
sans risque si on avait, par exemple :

Ci—P,>S,—Ke T,

A I’instant t, on achete une action et un put et on vend un call. Cette opération dégage, a I’instant
t, un profit net égal a
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Si cette somme est positive, on la place au taux r jusqu’a la date T, sinon, on I’emprunte au
méme taux. A la date T, deux cas peuvent se présenter :

— St > K : alors, le call est exercé, on livre I’action, on encaisse la somme K et on solde

I’emprunt ou le prét, de sorte qu’on se retrouve avec une richesse égale a : K+e™ Y (Cy—
P, —S¢) > 0.
— St < K :alors, on exerce son put et on solde comme précedemment, de sorte qu’on se
retrouve encore avec une richesse égale a: K + e™ ™ Y(Cy — Py — Sy).
Dans les deux cas, on a réalisé un profit positif sans mise de fond initiale : ¢’est un exemple
d’arbitrage.

On trouvera de nombreux exemples de relations d’arbitrage telles que la relation de parité
ci-dessus dans le livre de Cox et Rubinstein [CR85]. Nous ne passerons pas en revue toutes ces
relations d’arbitrage, mais nous montrerons comment on peut caractériser mathématiquement
les marchés ou il n’y a pas d’arbitrage.

3 Le modeéle de Black-Scholes et ses extensions

Si les raisonnements par arbitrage fournissent de nombreuses relations intéressantes, ils ne
sont pas suffisants pour obtenir des formules de prix. Pour cela, on a besoin de modéliser de
fagon plus précise I’évolution des cours. Black et Scholes ont été les premiers a proposer un
modeéle conduisant a une formule explicite pour le prix d’un call européen sur une action ne
donnant pas de dividendes et a une stratégie de gestion qui, dans le cadre du modele, permet
au vendeur de I’option de se couvrir parfaitement, c’est—a—dire d’éliminer totalement le risque.
Le prix du call est, dans le modele de Black-Scholes, la somme d’argent dont on doit disposer
initialement pour pouvoir suivre la stratégie de couverture et produire ainsi exactement la ri-
chesse (St — K), aI’échéance. De plus, la formule obtenue ne dépend que d’un parameétre non
directement observable sur le marché et appelé “volatilité” par les praticiens.

C’est le recours a la notion d’intégrale stochastique pour exprimer les gains et les pertes
dans les stratégies de gestion de portefeuille qui permet d’utiliser le calcul stochastique et, en
particulier, la formule d’1t6, et conduit & des expressions calculables. De nombreuses exten-
sions des méthodes de Black et Scholes ont été développées ces dernieres années. Nous nous
efforcerons, a partir d’une étude approfondie du modéle de Black-Scholes sous sa forme la plus
simple, de donner au lecteur les moyens de comprendre ces diverses extensions.

4 Plan du livre

Les deux premiers chapitres sont consacrés a I’étude des modeéles discrets. On y voit le lien
entre la notion mathématique de martingale et la notion économique d’arbitrage, la notion de
marché complet et I” évaluation des options dans le cadre des marchés complets. Le formalisme
adopté est celui de Harrison et Pliska [HP81] et nous avons repris I’essentiel des résultats de
[HP81] dans le chapitre 1 en prenant comme exemple le modéle de Cox-Ross-Rubinstein. Le
chapitre 2 traite des options américaines a I’aide de la théorie de I’arrét optimal a temps discret
qui releve de méthodes élémentaires et contient toutes les idées a transposer dans le cas continu.

Le chapitre 3 introduit le lecteur aux principales notions de calcul stochastique utilisées
dans le modele de Black-Scholes, qui est étudié en détail au chapitre 4. Ce modele donne, pour
les options européennes, des formules explicites. Mais, pour traiter les options américaines ou
faire des calculs dans des modeles plus sophistiqués, on doit avoir recours a des méthodes
numériques fondées sur le lien entre évaluation des options et équations aux dérivées partielles
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: ces questions font I’objet du chapitre 5.

Le chapitre 6 est une introduction assez succinte aux principaux modeles de taux d’intérét
et le chapitre 7 examine les problémes d’évaluation et de couverture des options dans le cadre
de modeles avec sauts tres simples. Dans ces modeles, il n’y a plus de couverture parfaite des
options, mais seulement une couverture optimale, en un sens a préciser. De tels modéles, moins
optimistes que le modele de Black-Scholes, semblent souvent rendre mieux compte de la réalité
des marches.

Enfin, pour permettre aux étudiants d’appliquer la théorie de fagon plus concréte, nous avons
inclu un chapitre sur la simulation des modeles financiers et I’usage qu’on peut faire de I’infor-
matique dans les questions d’évaluation et de couverture des options. On trouvera également,
dans chaque chapitre un certain nombre d’exercices ou de problemes.

Ce livre n’est qu’une introduction a un domaine qui a déja suscité une abondante littérature.
Les indications bibliographiques données a la fin de certains chapitres suggérent au lecteur des
pistes de lectures complémentaires sur les sujets traités. Mais certains aspects importants des
mathématiques de la finance ne sont pas abordés, notamment les questions d’optimisation et les
problemes d’équilibre, pour lesquels on pourra se reporter a [Duf88].

Nous avons placé quelques rappels mathématiques en appendice. La lecture de ce livre
suppose de toute fagon de bonnes connaissances en probabilités (correspondant essentiellement
aux sept premiers chapitres de [Bou86]).

5 Remerciements

Ce livre est issu d’un cours enseigné a I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées depuis 1988.
La mise en ceuvre de ce cours n’aurait pas été possible sans les encouragements de N. Bouleau.
Sous son impulsion, le CERMA (centre de mathématiques appliquées de I’E.N.P.C.) s’était
engagé dans I’étude des modeéles financiers dés 1987, avec le soutien de la Banque Indosuez,
et, plus récemment, de la Banque Internationale de Placement. Nous avons bénéficie, depuis,
de discussions nombreuses et stimulantes avec G. Pages, ainsi qu’avec d’autres chercheurs du
CERMA, en particulier O. Chateau et G. Caplain.

Plusieurs personnes ont bien voulu lire les premiéres versions de notre travail et nous faire
part de leurs remarques : S. Cohen, O. Faure, C. Philoche, M. Picqué, X. Zhang. Enfin, nous
remercions les collégues de I’université ou de I’.N.R.I.A. qui nous ont aidés de leurs conseils
ou de leurs encouragements : N. El Karoui, T. Jeulin, J.F. Le Gall, D. Talay.



Chapitre 1
Modeles discrets

Le but de ce chapitre est de présenter les principales idées de la théorie des options dans le
cadre mathématiquement tres simple des modeéles discrets. Nous y reprenons essentiellement la
premiére partie de [HP81]. Le modele de Cox-Ross-Rubinstein est présenté en fin de chapitre
sous forme de probléme corrigé, pour illustrer la théorie de fagon plus concreéte.

1 Le formalisme des modeles discrets

1.1 Les actifs financiers

Un modele de marché financier discret est construit sur un espace probabilisé fini (Q, F, P),
muni d’une filtration, c’est-a-dire d’une suite croissante de sous-tribus de F : Fo, F1, ..., FN;
F.. represente les informations disponibles & I’instant n et est appelée, “tribu des événements
antérieurs a I’instant n”. “L’horizon” N sera le plus souvent, dans la pratique, la date d’échéance
des options.

On supposera dans la suite que Fy = {0, Q}, Fn = F = P(Q) et Vw € Q P ({w}) > 0.
On suppose qu’il y a sur le marché d + 1 actifs financiers, dont les prix a I’instant n sont

donnés par des variables aléatoires S, S!, ... S4 & valeurs strictement positives, mesurables
par rapport a la tribu F,, (les investisseurs ont connaissance des cours actuels et passés, mais pas
des cours futurs). Le vecteur S, = (S2,S! ..., S9) est le vecteur des prix a I’instant n.. L’actif

numéroté O représente “les placements sans risque” et on posera S = 1. Si le taux d’intérét
des placements sans risque sur une période est constant et égal a v on aura S = (1 +1)™. Le
coefficient 3,, = 1/S% apparait comme le coefficient d’actualisation (de la date n a la date 0) :
c’est la somme d’argent qui, investie a I’instant 0 dans I’actif sans risque, permet de disposer
de 1 franc a I’instant n (si on compte les prix en francs). Les actifs numérotés de 1 a d seront
appelés actifs “a risques”.

1.2 Les stratégies

Une stratégie de gestion est définie par un processus (simplement une suite dans le cas dis-

cret) aléatoire ¢ = (( SO LA cbf}))o<n<N a valeurs dans R4*', donnant a chaque instant
les quantités ¢, ¢!, ..., ¢4 des divers actifs, détenues en portefeuille. On impose au processus

¢ d’étre prévisible au sens suivant :

¢} est Fo-mesurable
vie{0,1,...,d}< et,pourn>1:
¢t est F,,_i-mesurable.

La signification de cette hypothese est la suivante : le portefeuille a la date n :

0 1 d
( n n)"'>¢n))

est constitué au vu des informations disponibles a la date (n—1) et conserveé tel quel au moment
des cotations a la date n.
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La valeur du portefeuille a I’instant n. est donnée par le produit scalaire :
d . .
Vn(d)) = (I)n-sn = Z d)tlstu
i=0

la valeur actualisée est : N N
Vn(d)) - Bn (d)nsn) - d)n-sm

ol Brn=1/8%€t S, = (1,B.S), ..., BnSY) est le vecteur des prix actualisés.

On dira qu’une stratégie est autofinancée si la relation suivante est réalisée pour tout n €
{0,1,...,N—1}:

d)n-sn - q)n—H -Sn .

Cette relation s’interprete de la fagon suivante : a I’instant n, apres avoir pris connaissance des
cours S9,...,S4, I’investisseur réajuste son portefeuille pour le faire passer de la composition
¢, a la composition ¢, 1, le réajustement se faisant aux cours de la date n en réinvestissant
la valeur totale du portefeuille et rien de plus. Il n’y a donc ni apports, ni retraits de fonds (en
particulier, il n’y a pas de consommation).

Remarque 1.1 L’égalité ¢,,.S,, = ¢ny1.S, est evidemment équivalente a

(bn+1-(sn+1 - Sn) - ¢n+1-sn+1 - d)n-sn»

ou encore a
Vn—H(d)) - Vn(d)) = (I)n—H-(Sn—H - Sn)

A l’instant n+ 1, la valeur du portefeuille est ¢, 1.S,,,1 et la différence ¢, 1.Sn11— dni1.Sn
représente le gain (net) dd a la variation des cours entre les instants n et n + 1. Une stratégie
autofinancée est donc une stratégie pour laquelle les variations de valeur du portefeuille viennent
uniquement des gains dds a I’agitation des cours.

La proposition suivante permet de préciser cette remarque en termes de quantités actuali-
sées.
Proposition 1.2 Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) La stratégie ¢ est autofinancée.
i) Pourtoutn € {1,..., N},
n
Vald) = Vo(d) + ) d;- AS;,
j=1
ou AS; est le vecteur S; — S;_;.
iii) Pourtoutn € {1,..., N},

Vald) = Vo(d) + ) d;- AS;,
=1
ol AS; est le vecteur S; — S5y = B;S; — Bi_1S;_1.

Démonstration : L’équivalence entre i) et ii) résulte de la remarque 1.1. L’équivalence entre i)
et iii) s’obtient en remarquant que .S, = 1.5, si et seulement si ¢,,.S,, = $n1.54. 1
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Cette proposition montre que, pour une stratégie autofinancée, la valeur actualisée (et, donc,
la valeur tout court) du portefeuille est compléetement déterminée par la richesse initiale et le

processus ( LU q>g) beneN des quantités d’actifs a risques détenues (cela vient simplement
_n_
du fait que AS? = 0). Plus précisément, on peut énoncer la proposition suivante :

ny

Proposition 1.3 Pour tout processus prévisible (( ] ...,cbf}))(K N et pour toute variable
_n_
Vo Fo-mesurable, il existe un et un seul processus prévisible (cp?L)

¢ = (cbo, ¢ ..., q>d) soit autofinancée et de valeur initiale V.

tel que la stratégie
0<n<N

Démonstration : La condition d’autofinancement entraine :
V(@) = &5+ diSh+ -+ ¢dSe

= Vo+ i (¢;A§} ot ¢;1A§;1)
j=1

Ce qui détermine ¢2. La seule chose a vérifier est la prévisibilité de ¢°, qui est immédiate a
partir de I’égalité :

1.3 Stratégies admissibles et arbitrage

Nous n’avons pas imposé de condition sur les signes des quantités ¢t. Dire que ¢° < 0,
signifie que I’on a emprunté la quantité [¢°] sur le marché des placements sans risques. Dire
que ¢!, < O pour uni > 1, c’est dire qu’on a des dettes libellées en actifs a risques (par suite
de ventes a découvert). Les emprunts et les ventes a découvert sont donc permis, mais nous
imposerons a la valeur du portefeuille d’étre positive ou nulle a tout instant.

Définition 1.4 Une stratégie ¢ est dite admissible si elle est autofinancee et si V,,(¢$) > 0 pour
toutn € {0,1,...,N}L

L’investisseur doit donc étre en mesure de rembourser ses emprunts a tout instant.
La notion d’arbitrage (réalisation d’un profit sans prendre de risques) est alors formalisée
de la fagon suivante :

Définition 1.5 Une stratégie d’arbitrage est une stratégie admissible de valeur initiale nulle et
de valeur finale non nulle.

La plupart des modéles excluent toute possibilité d’arbitrage et I’objet de la section suivante est
de donner une caractérisation de ces modeles grace a la notion de martingale.
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2 Martingales et arbitrages

Afin d’examiner les liens entre martingales et arbitrage, nous allons tout d’abord introduire
la notion de martingale sur un espace de probabilité fini. Pour cela, I’'usage de I’espérance
conditionnelle est indispensable et nous renvoyons le lecteur a I’appendice pour un exposé des
principales propriétés de cet outil.

2.1 Martingales et transformées de martingales

Dans ce paragraphe, on considére un espace de probabilité fini (Q, F,P), avec F = P(Q)
et Vw € Q, P ({w}) > 0, muni d’une filtration (F,)o<n<n (sans supposer Fn = F, ni Fo =
{0, Q}). On dira qu’une suite (X,,)o<n<n de variables aléatoires est adaptée a la filtration si pour
tout n, X,, est F,,-mesurable.

Deéfinition 2.1 Une suite adaptée (M, )o<n<n de variables aléatoires réelles est :
— une martingale si E (M, 1|F.) = M, pour toutn < N — 1.
— une surmartingale si E (M, 1|F.) < M, pour toutn < N — 1.
— une sousmartingale si E (M,,1|Fn) > M,, pour toutn < N — 1.

Ces définitions s’étendent aux variables aléatoires vectorielles : on dit par exemple qu’une suite
(Mn)o<n<n de variables aléatoires a valeurs dans R¢ est une martingale si chaque composante
du vecteur M, définit une martingale réelle.

Dans un modéle financier, dire que le cours (S%)o<n<n de I"actif i est une martingale revient
a dire que, a tout instant n, la meilleure estimation (au sens des moindres carrées) que I’on puisse
faire de S}, ;, & partir des informations disponibles a la date n, est donnée par S:..

Les propriétés suivantes, qui se déduisent aisément de la définition qui précede, consti-
tueront pour le lecteur de bons exercices de maniement de I’espérance conditionnelle.

1. (My)o<n<n €St une martingale si et seulement si :
E (MTLHL/TTL) - Mn \V/) > 0

2. Si (My)n>0 est une martingale, on a pour toutn : E (M) = E (M,).
3. La somme de deux martingales est une martingale.
4. On aévidemment des propriétés analogues pour les surmartingales et les sousmartingales.

Définition 2.2 Une suite adaptée (H,)o<n<n de variables aléatoires est prévisible si, pour tout
n > 1, H, est F,._; mesurable.

Proposition 2.3 Soit (M), Une martingale et soit (H. ), Une suite prévisible par
rapport a la filtration (‘Fn)ogngN' On pose AM,, = M,, — M,,_;. La suite (Xn)ogngN définie
par :

Xo = HoMy
Xn = HoMo+HAM; +--- 4+ H,AM,, pour n > 1

est une martingale par rapporta () o <n-

(X,,) est parfois appelée “transformée de la martingale (M) par la suite (H,)”. Une consé-
quence de cette proposition et de la proposition 1.2 est que, dans les modeles financiers ou les
prix actualisés des actifs sont des martingales, toute stratégie autofinancée conduit a une valeur
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finale actualisée égale, en moyenne, a la richesse initiale.
Démonstration : |l est clair que (X,,) est une suite adaptée. De plus, pour n > 0,0na:

E (Xni1 — XalFn)
= E (Hn+1 (Mn+1 - Mn”'/fn)
= H,.1E (M1 —MulF,.) car H,,; est F,,-mesurable
= 0.
D’ou :
E (Xn1lFn) = E(XalFn) = Xa
ce qui prouve que (X,,) est une martingale. [ |

La proposition suivante donne une caractérisation des martingales qui nous sera utile par la
suite.

Proposition 2.4 Une suite adaptée de variables aléatoires réelles (M,,) est une martingale si
et seulement si pour toute suite prévisible (H,,), ona:

N
E (Z HnAMn) =0
n=1

Démonstration : Si (M) est une martingale, il en est de méme, par la proposition 2.3, de la
suite (X,,) définiepar: Xo = Oet,pourn > 1, X,, = Z::1 H,AM,,, pour toute suite prévisible
(H,.). Onadonc E(XyN) = E(Xo) = 0. Réciproquement, on remarque que sij € {1,...,N}, a
tout événement F;-mesurable A, on peut associer la suite (H.,) définie par H,, = 0 pour n # j+
1 et Hjyy = 1. Il est clair que la suite (H,,) est prévisible et I’égalité E (ZE':] HnAMn) =0
donne :

E(1a(Mj1—My)) =0

et par consequent E (M; 1| F;) = M;. [ |

2.2 Marchés financiers viables
Nous revenons maintenant aux modéles de marchés discrets introduits au paragraphe 1.

Définition 2.5 On dit que le marché est viable s’il n’existe pas de stratégie d’arbitrage.

Théoréme 2.6 Le marché est viable si, et seulement si, il existe une probabilité P* équivalente!
a P sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales.

Démonstration :

a) Supposons qu’il existe une probabilité P* équivalente a P sous laquelle les actifs ac-
tualisés sont des martingales. Alors, pour toute stratégie autofinancée (¢ ), on a, d’apres la
proposition 1.2 :

Vald) = Vold) + ) ;.45
j=1

'Rappellons que deux probabilités P; et P, sont équivalentes si et seulement si, pour tout événement A,
Pi1(A) =0& Py (A) =0. lci, P* équivalente a P signifie simplement que, pour tout w € Q, P* ({w}) > 0.
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On en déduit, grace a la proposition 2.3, que (Vn (d))) est une martingale sous P*. Donc Vn (¢)
a méme espérance sous P* que V;, () :

E" (Vn () =E* (Vo ().
Si la stratégie est admissible et de valeur initiale nulle, on a donc E* (\7N(c1))) = 0, avec

Vi () > 0. D’ou, Vi () = 0 puisque P* ({w}) > 0, pour tout w € Q.

b) La démonstration de la réciproque est plus délicate. Soit I le cdne convexe des variables
aléatoires positives et non nulles. Le marché est viable si et seulement si pour toute stratégie
admissible pona: Vo (p) =0= Vn () ¢T.

b1) A tout processus prévisible (¢!, ..., $3), on associe le processus défini par :

ny

n
Gn(h) =) (]AS]+ -+ $fASY).

j=1
C’est le processus des gains actualisés cumulés dans toute stratégie autofinancée suivant les
quantités d’actifs risqués ¢.,..., d4. D’aprés la proposition 1.3, il existe un (unique) processus
(d°) tel que la stratégie ((pC, b}, ..., d3)) soit autofinancée et de valeur initiale nulle. G, (¢)
est alors la valeur actualisée a I’instant n. de cette stratégie et I’hypothese de viabilité du marché
entraine que si cette valeur est positive & tout instant, c’est-a-dire si Gn(¢) > 0, pour tout
n=1,...,N, alors GN(q)) = 0. Le lemme suivant montre que, méme sans I’hypothése de
positivité des G (), on a encore Gn () ¢ T.

Lemme 2.7 Si le marché est viable, tout processus prévisible (¢, ..., ¢<) vérifie :

Gn(d) ¢T.

Démonstration : Supposons Gn(d) € T. On a clairement une contradiction de la viabilité
Si Gn(¢d) > 0 pourtout n € {0,...,N}. Si cette derniére propriété n’a pas lieu, introduisons

I’entier n = sup {klP (G‘k(cp) < O) > O}. Ona:

n<N-1, P(én(d>)<0) >0etvym>n Gm(d) > 0.

On définit alors un nouveau processus 1 en posant :

ll)j(w)Z{

0 sij<n
Ia(w)dj(w) sij>n

ou A est I’événement {én(d)) < 0}. En utilisant la prévisibilité de ¢ et le fait que A est F,-
mesurable on voit que 1\ est aussi prévisible. D’autre part :

~ 0 sij<n
GI=0 14 (& (9) - Guie) sij>n

Alors, on voit que G; () > 0 pour tout j € {0,...,N} et que Gy (P) > O sur A ce qui
contredit la viabilité et achéve la démonstration du lemme. | |

b2) 1l est clair que I’ensemble V des variables aléatoires de la forme Gn (&), avec ¢ pré-
visible a valeurs dans R¢, est un sous-espace vectoriel de I’espace R de toutes les variables
aléatoires réelles définies sur Q. D’apres le lemme 2.7, le sous-espace V ne rencontre pas I', ni
le convexe compact K = {X € T'| 3~ X(w) = 1}, qui est contenu dans T". Il en resulte, par le

théoreme de séparation des convexes (voir I’appendice), qu’il existe (A (w)) ., tel que :
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1. VX € K, Z?\(w)X(w) >0

2. Pour tout ¢ prévisible :

> Mw)Gn (¢) (w) =0

w

De la proprieté 1, on déduit que A(w) > O pour tout w € Q, de sorte que la probabilité P*
définie par :

P* ({w}) =
est équivalente a P.

De plus, si on note E* I’espérance par rapport a la probabilité P*, la propriéteé 2 signifie que,
pour tout processus prévisible (¢-,)a valeurs dans R¢ :

N
E* (Z cijéj) =0.
j=1

On en déduit immédiatement que pour tout indice i € {1,..., d} et toute suite prévisible (1),
a valeurs réelles, on a :
N
e (2 0ias]) o
j=1
ce qui entraine, grace a la proposition 2.4 que, sous P*, les prix actualisés (511), ceey (531) sont
des martingales. | |

3 Marchés complets et évaluation des options

3.1 Marchés complets

Nous définirons une option? européenne d’échéance N par la donnée d’une variable aléa-
toire h > 0, Fn-mesurable, représentant le profit que permet I’exercice de I’option. Ainsi,
pour une option d’achat ou “call” sur une unité d’actif 1, au prix d’exercice K, on a :
h = (S}\, — K)+ et, pour une option de vente ou “put” sur une unité d’actif 1 au prix d’exercice

K:h= (K — Sl‘\,)+. Dans ces deux exemples (les plus importants dans la pratique), la variable
aléatoire h est une fonction de Sy seulement. Il existe des options pour lesquelles h dépend de
toutes les valeurs des cours jusqu’a I’échéance : Sy, Sq,..., Sn. C’est le cas des options dites
asiatiques, dont le prix d’exercice est égal a la moyenne des cours observés sur une période
donnée, précédant I’échéance.

Définition 3.1 On dit que I’actif conditionnel défini par h est simulable (ou atteignable?) s’il
existe une stratégie admissible dont la valeur a I’instant N est égale a h.

2ou plus généralement un “bien contingent” (contingent claim) ou “actif conditionnel”.
3“attainable” dans certains articles américains.
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Remarque 3.2 Dans un marché viable, pour que I’option h soit simulable, il suffit qu’il existe
une stratégie autofinancée de valeur égale a h a I’instant N. En effet, si ¢ est une stratégie
autofinancée et si P* est une probabilité équivalente a P sous laquelle les prix actualisés sont des
martingales, alors, sous P*, (\7n(<1>)) est une martingale (en tant que transformeée de martingale).

Onadonc, pourn € {0,...,N} Va(¢p) = E* (\7N(d>)|]-"n). Il est clair alors que, si Vi (¢p) > 0
(en particulier si Vn(¢) = h), la stratégie ¢ est admissible.

Définition 3.3 On dit que le marché est complet si tout actif conditionnel est simulable.

Supposer qu’un marché financier est complet est une hypothése restrictive dont la justifica-
tion économique est moins claire que celle de I’hypothése de viabilité. L’intérét des marchés
complets est qu’ils se prétent a une théorie trés simple de I’évaluation et de la couverture des
actifs conditionnels. Le modéle de Cox-Ross-Rubinstein, que nous étudierons plus loin, fournit
un exemple de modéle de marché complet d’une grande simplicité. Le théoreme suivant donne
une caractérisation des marchés viables et complets.

Théoreme 3.4 Un marché viable est complet si, et seulement si, il existe une seule probabilité
P* équivalente a P sous laquelle les prix actualiseés des actifs soient des martingales.

La probabilité P* apparaitra dans la suite comme I’outil de calcul des formules de prix et de
couverture.
Démonstration :

a) Supposons le marché viable et complet. Alors, toute variable aléatoire h Fn-mesurable
et positive peut s’écrire h = Vi (¢) ou ¢ est une stratégie admissible, qui simule I’actif condi-
tionnel h. Puisque ¢ est une stratégie autofinancée on a :

h

N
5o =W (0)=Vo(d) + ) .45,
N j=1

Alors, si P; et P, sont deux probabilités sous lesquelles les prix actualisés sont des martingales,

(VTL (cb)) est une martingale a la fois sous P et sous P,. Dot pouri=T1ou2:
0<n<N

Ei (W () =Ei (Vo () = Vo (),

la derniére égalité venant du fait que F, = {0, Q}. Onadonc :

h h
= (s—> —= (s—>

et, comme h est arbitraire, P; = P, sur la tribu Fy, que I’on a supposée égale a F.
b) Supposons le marché viable et non complet. Alors il existe une variable aléatoire h > 0
non simulable. Notons V' I’espace des variables aléatoires de la forme :

N
Uo+ ) dn.AS,, (1.1)
n=1
avec U, Fo-mesurable et (( LU c|>§}))o< N prévisible, a valeurs dans R<. Il résulte de la

proposition 1.3 et de la remarque 3.2 que la variable aléatoire h/SS n’appartient pas a V.V
est donc un sous-espace strict de I’espace de toutes les variables aléatoires définies sur (Q, F).
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Alors, si P* est une probabilité équivalente a P sous laquelle les prix actualisés sont des martin-
gales et si I’on munit I’espace des variables aléatoires du produit scalaire (X, Y) — E* (XY), on
voit qu’il existe une variable aléatoire X non nulle et orthogonale au sous-espace V.

Posons alors : X(w)
P el = (14 gy P

0U || X||co = SUP e IX(w)]. On définit ainsi une probabilite (car E* (X) = 0) qui est équivalente
a P, et distincte de P*. On a de plus

N
E** (Z d)n.A§n> —
n=1

pour tout processus prévisible (( ,...,cbﬂ))(K ' C8 qui entraine, par la proposition 2.4,
N

que (S,)o<n<n est une P**-martingale. i

3.2 Evaluation et couverture des actifs conditionnels dans les marchés
complets

On suppose le marché viable et complet et on note P* I’'unique probabilité sous laquelle
les prix actualisés des actifs sont des martingales. Soit un actif conditionnel défini par une
variable aléatoire F-mesurable h > 0 et soit ¢ une stratégie admissible simulant h, c’est-a-
dire vérifiant :

Vn(¢) =h.

La suite (V ) est une martingale sous P* et par conséquent, V() = E* (VN(cb)), d’ou

0

Vol ) =E° (4

zo|,‘.r‘ A

n<N
) et plus généralement

Vn(¢):S$1E* (S—O’fn), TlZO,],...,N.
N

La valeur a tout instant de toute stratégie admissible simulant h est donc completement déter-
minée par h. Il est naturel d’appeler V,,(¢) la valeur de I’option : c’est la richesse qui, détenue
a I’instant n, permet, en suivant la stratégie ¢ a partir de I’instant n, de produire exactement la
richesse h a I’instant N.

Si, & I’instant 0, un investisseur vend I’option au prix

h
E* (=
<5%>’

il a la possibilité, en suivant une stratégie simulante ¢, de restituer la richesse promise h a
I’instant N ; c’est a dire qu’il peut se couvrir parfaitement.

Remarque 3.5 1l est important de noter que le calcul du prix nécessite seulement la connais-
sance de P* (pas celle de P). On aurait pu se contenter de partir de I’espace probabilisable
(Q), F), muni de lafiltration (F,,), c’est-a-dire, concrétement, de définir tous les états possibles
et I’évolution de I’information disponible au cours du temps. Des que I’espace (Q, F) et la
filtration sont spécifiés, il est inutile, pour évaluer des options par simulation, de déterminer
les “vraies” probabilités des divers états possibles (en utilisant notamment une approche sta-
tistique). L’étude du modele de Cox-Ross-Rubinstein montrera comment, dans la pratique, les
calculs de prix et de couverture peuvent étre menés a bien.
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3.3 Premiére approche des options américaines

Une option américaine pouvant étre exercée a n’importe quel instant entre 0 et N, nous la
définirons comme une suite (Z,,) positive et adaptée a la filtration (F,,), Z,, représentant le
profit que permet I’exercice de I’option a I’instant n. Dans le cas d’un call américain sur une
unité d’actif 1 au prix d’exercice K, Z,, = (Sl1 — K)+; dans le cas d’un put américain, Z,, =

(K — 531)+- Pour définir la valeur de I’option américaine associée au processus (Zn)o<n<Ns
nous allons raisonner par récurrence en marche arriére a partir de I’échéance N. Il est clair que
la valeur de I’option a I’instant N est Uy = Zn. A quel prix vendre I’option a I’instant N — 172
Si I’acheteur exerce immediatement, il fera le profit Zy_, sinon il exercera (éventuellement)
a I’instant N et le vendeur doit étre prét a payer la richesse Zy a I’instant N. Le vendeur doit
donc encaisser a I’instant N — 1 une somme au moins égale a Zy_; et lui permettant de fournir
la richesse Zy & I’instant N. La somme qui, disponible a I’instant N — 1, permet d’obtenir la
richesse Zy a I’instant N, c’est la valeur a I’instant N — 1 d’une stratégie admissible de valeur
finale Zy, c’est-a-dire S{,_,E* (ZN’fN,1), avec Zn = Zn/S$,. 1l est donc naturel de prendre
pour valeur de I’option américaine a I’instant N — 1 la quantité :

11N71:ﬂﬂaX(Zpkq,S%ng*(ZN‘]%¢4)).

De proche en proche, on définit la valeur de I’option américaine a I’instant n par la relation
de récurrence suivante, valable pourn =1,... N:

u

< Fa) )
n

Dans le cas d’un taux d’intérét constant égal a r sur chaque peériode,

SO =(1+m"

U,,_; = max (zn_1,sﬁ1E* (

et:
1

1T+

SoitU,, = % la valeur actualisée de I’option américaine.

Un1::max<znh E*(Uanhﬂ>-

Proposition 3.6 La suite (ﬂn)(K N est une P*-surmartingale. C’est la plus petite P*-
SN

surmartingale majorant la suite (Zn) .
0<n<N

Noter que, contrairement au cas européen, la valeur actualisée de I’option américaine ne définit
pas nécessairement une martingale sous P*.
Démonstration : De la relation :

Uﬂ_]::maX(an,E*(ﬂﬂLf.q)),

on déduit que (ﬂn)ogng]\[ est une surmartingale majorant gzn)ogngN. Soit maintenant une sur-

martingale (T, )o<n<n Majorant (Z,,)o<n<n. Alors Ty > Uy etsi T,, > U, 0na:
TﬂflEiE*(iJj%71)EiE*(UnLFn4)

et donc :
T£—1Zimax(zn4)E*(ﬂﬂLf—4))::Gn—L

Ce qui démontre que (T,,) majore (U, ), par récurrence descendante sur n. |
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4 Probleme corrigeé : le modele de Cox, Ross et Rubinstein

Le modéle de Cox-Ross-Rubinstein est une version discrétisée du modéle de Black-Scholes
(qui sera étudié au chapitre 4), dans laquelle il y a un seul actif a risque, de prix S,, a I’instant n,
0 < n < N, et un actif sans risque de rendement certain r sur une période, de sorte que, avec
les notations des paragraphes précédents : S = (1 + )™

On fait les hypotheses suivantes sur I’évolution du cours de I’actif risqué : entre deux peé-
riodes consécutives, la variation relative des cours est soit a, soitb,avec —1 < a <b:

s _[sa1+a
=Y S (14b)

Le cours initial Sy est donné. L’espace naturel des résultats possibles est donc Q ={1+ a, 1+
b}N, chaque N-uple représentant les valeurs successives de S,,1/S,n=0,1,...,N—1.0n
prend naturellement : 7o = {0, Q}, et F = P(Q). Latribu F,, sera, pourn =1,..., N, latribu
o(Sq,...,Sn) engendrée par les variables aléatoires S;,...,S,.. L’hypothese définissant P & une
équivalence pres est que tous les singletons de QO ont une probabilité non nulle.

Introduisons les variables aléatoires T, = S,./S,._1, pourn = 1,...,N. Si (xq,...,%Xn)
est un élément de O, on a P{(x1,...,xn)} = P(Ty = x4,..., Ty = xn). La connaissance de
P équivaut donc a celle de la loi du N-uple (T4, T, ..., Tn). Notons aussi que, pour n > 1,
fn = 0‘(T1, ce ,Tn).

1. Montrer que le prix actualisé (S,) est une martingale sous P si et seulement si
E(ToqlF)=1+7r,Yne{0,1,...,N—1}
La relation E(S,.1/Fn) = S, est équivalente & E(Sni1/SnlFn) = 1, puisque S, est Fn-
mesurable et cette derniére égalité équivaut a E(T,,1|Fn) =1+ .

2. En déduire que, pour que le marché soit viable, il est nécessaire que r appartienne a
I’intervalle ]a, bl.
Si le marché est viable, il existe une probabilité P* équivalente a P, sous laquelle (S,,) est une
martingale. On a donc, d’aprés la question 1 :

E*(ThilFn) =147

et par conséquent E* (T 1) = 1+ r. Comme T, est a valeurs dans {1 + a, 1 + b} et prend ces
deux valeurs avec une probabilité non nulle, on a nécessairement : (1 + 1) €]1+a,1+ b[.

3. Donner des exemples d’arbitrages possibles si la condition nécessaire de viabilité obtenue
en 2 n’est pas vérifiée.
Supposons par exemple r < a. En empruntant une somme Sy a I’instant 0, on peut acheter une
unité d’actif risqué. A la date N, on rembourse I’emprunt et on revend I’actif risqué. Le profit
réalisé Sy — So(1 + )N est toujours positif ou nul, puisque Sn > So(1 + a)™, et strictement
positif avec une probabilité non nulle. On a donc bien un arbitrage. Quand r > b, I’arbitrage
s’obtient en vendant I’actif risqué a découvert.

4. Pour toute la suite, on suppose que r €]a, b[ et on pose p = (b —1)/(b — a). Montrer
que (§n) est une martingale sous P si et seulement et si les variables aléatoires Ty, T,
..., T sont indépendantes équidistribuées, leur loi commune étant donnée par : P(T; =
14+ a)=p=1—P(T; =1+ b). En déduire que le marché est viable et complet.

Si les T; sont indépendantes et vérifient P(l,=1+a)=p=1—P(Ty=1+Db),ona:
E(ThiilFn) =E(Thp) =p(0+a)+ (1 —p)(1+b) =1+

et (S,,) est une martingale sous P, d’aprés la question 1.
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Réciproquement, si, pour n =0,1,...,N — 1, E(T,,.1|Fn) = 1 + r, on peut écrire :

(14 @)E (L, c1ealFn) + (1 +B)E (Lr,, c1ip)Fn) =T+

On en déduit, en utilisant I’égalité
E (1{1‘“ :1+a}|fn) +E (1{Tn+1 :1+b}|fn) =1

que E (1{Tn+1 :1+a}|-7:n) =petE (1{Tn+1:1+b}|}‘n) = 1 —p.On voit alors, en raisonnant par
récurrence sur n. que, pour tous x; € {1 + a, 1 + b},

n
P(Ti=x1,....Tn=xn) =] [ s
i=1

olpi=psixi=1+aetp;=1—psix;=1+Db, cequiprouve que les T; sont indépendantes
équidistribuées sous P et vérifient P(T, =1+ a) = p.

Ainsi, on voit que la condition que (S,1) soit une martingale sous P détermine la loi du N-uple
(Tq,To,...,Tn) sous P, et donc la probabilité P elle-méme, de fagon unique. Le marché est donc

viable et complet.

. Onnote C,, (resp. P,,) la valeur, a I’instant n, d’un call (resp. d’un put) européen sur une

unité d’actif risqué au prix d’exercice K et d’échéance N.

(@) Retrouver, a partir des formules de prix sous forme d’espérances conditionnelles, la
relation de parité call-put :

Cn—Pn=Sn—K(1+71) N,

Notant E* I’espérance par rapport & I’unique probabilité P* sous laquelle (S,,) est une mar-
tingale, on a:
Cn—Pn = (147 N E ((SN—K)y — (K= SN)41Fn)
= (147 NVE* (Sy — K| Fn)
= Sp—K(1+7)" (N,

la derniere égalité résultant du fait que (S,,) est une martingale sous P*.

(b) Montrer que C,, peut s’écrire sous la forme : C,, = ¢(n, S,,), ou c est une fonction
En écrivant Sy = Sy [T, Ti, on obtient :
Comme, sous la probabilité P*, la variable aléatoire [ [;", ., T; est indépendante de 7, et
que S,, est F,,-mesurable, on peut écrire, en utilisant la proposition 2.5 de I’appendice :

que I’on explicitera a I’aide de K, a, b, r et p.
N
Cn=(1+71)"(N"TE" ( (sn IT 7- K) }‘n)
' +
N
Cn = c¢(n,Sy), ou c est la fonction définie par :
c(n,x)
(14 7)—(N-—)

- E* (x ﬁ Ti—K)+

i=n+1

O (N—n) . . . .
= Y mo PN (@l (1 N k)

P (N—m—3j)}j +
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6. Montrer que la stratégie de couverture parfaite d’un call est définie par une quantité d’actif
risqué H,, = A(n, S,,_1) & détenir a I’instant n, ou A est une fonction que I’on exprimera
a partir de la fonction c.

Notant H, la quantité d’actif sans risque dans le portefeuille simulant le call, on a :
H%(] + 1)+ HpySn =c(n, Sn)

Puisque HS et H,, sont F,,_1-mesurables, ce sont des fonctions de Sy, ...,S,,_7 seulement et, S,,
étant égal 2 S,,_1(1 + a) ou S_1(1 + b), I’égalité ci-dessus implique :

HO (14 1)+ HpnSn1(1+a) =c(n, Spq(1 + a))
et

HO (14 1)+ HpSn1(1+b) =c(n, Snq(1 + b))
D’ou, par soustraction,

7. On utilise maintenant le modele pour “pricer” un call ou un put d’échéance T sur une
action. Pour cela, on fait tendre N vers I’infini en imposant les relations suivantes :
r = RT/N, log((1 + a)/(1 + 1)) = —o/v/Netlog((1 +b)/(1 +71)) = o/VN. Le
réel R s’interpréte comme le taux d’intérét instantané entre les instants O et T, puisque
eRT = limn_ o (14 1)N, et 02 comme la variance limite, sous la probabilité P*, de la va-
riable aléatoire log(Sn), quand N tend vers I’infini, Sy représentant le cours de I’action
aladate T.

(@) Montrer que si (Yn)n>1 €St une suite de variables aléatoires de la forme :
Yo =XN+ XY+ 4+ XY
ou, pour chaque N, les variables aléatoires X sont indépendantes équidistribuées,

a valeurs dans : o

{ o

_ﬁ) ﬁ )
et de moyenne py;, avec limy_ o (Nun) = , alors la suite (Yy) converge en loi
Vers une gaussienne de moyenne p et de variance o~.
I suffit o’étudier la convergence de la fonction caractéristique ¢y, de Yn. Le calcul donne :

N
by (u) =E (emYN) = J]E (emxg\f)
=1

- ()"

2,2 N
= i — N)| .
(1 +iupn — =5 +o(1/ ))
D’oU : limn_00 vy (W) = €Xp (iup. — #) ce qui prouve la convergence demandée.

(b) Expliciter les valeurs limites du put, puis du call a I’instant 0.
Pour N fixé, le prix du put & I’ instant 0 est donné par :

n=1

N
PN = (14 RT/N)NE* (K—SOHTn)
+

= E"((1+4RT/N)"™NK = Spe™ ))+
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ol Yn = ZE:] log(T,./(1 + 7)). Avec les hypothéses de I’énoncé, les variables aléatoires
XN = log(T;/(1 + 7)) sont a valeurs dans {—o/v/N, o/+/N}, et indépendantes équidistri-
buées sous la probabilité P*. On a de plus :

7 _ e9/VN _ s—0/VN
EXOXN) = (1 - 2p) = = = ¢ g
! \/N eﬁ/m — efﬁ/m \/N
La suite (Yn) est donc du type étudié dans la question 7a, avec p = —o2/2. Si on pose
P(y) = (Ke ™RT — SpeY) ., on peut écrire :

PN~ B ((YN) |
o (((1 +RT/N) VK — Soe™ ))+ a (KC’RT — SoeYN)+) ’

IN

K ‘(1 TRT/N) N = e_RT‘

D’ou, en utilisant la convergence en loi de (Yy) et le fait que la fonction 1 est continue bor-
née (c’est précisément pour avoir une fonction bornée que nous avons étudié le put d’abord) :

fim POV — lim B (h(Ya)) = = [ (Ke KT - Soe e/200Y) o ¥ 2y
N—oo 0 N— oo N /27 0 + :

—00

L’intégrale obtenue s’exprime, aprées un calcul élémentaire, a I’aide de la fonction de répar-
tition F de la loi normale centrée réduite, de sorte que :

lim PV = Ke RTF(—dy) — SoF(—d)),

N—oo

ot dy = (log(x/K) + RT 4 ¢2%/2)/0,dy = d; — o et
d 2
F(d) = —J e /2dx.

Pour le call, on obtient, en utilisant la relation de parité put-call : limn_ Cf)N) = SoF(dq)—
KeiRTF(dz).

Remarque 4.1 Dans les formules obtenues, le seul paramétre qui n’est pas directement obser-
vable sur le marché est o. L’interprétation de o comme variance suggére de I’estimer par des
voies statistiques. Nous reviendrons sur cette question dans le chapitre 4.

Indications bibliographiques Nous avons supposé, dans ce chapitre, qu’il n’y avait pas de
distribution de dividendes. En fait, on peut utiliser les mémes idées pour traiter les marchés
avec dividendes (cf. [HL88], chapitre 8). Le théoréme de caractérisation des marches complets
peut étre étendu a des espaces de probabilité infinis (cf. [DMW90], [Mor89]). A temps continu,
la formulation du probleme est délicate (cf. [HK79], [Str90] et [DS94]). La théorie des marchés
complets a temps continu est développée dans [HP81] et [HP83]. On trouvera une présentation
élémentaire du modéle de Cox-Ross-Rubinstein dans [CR85].



Chapitre 2
Probleme d’arrét optimal et options américaines

Le but de ce chapitre est de traiter I’évaluation et la couverture des options américaines et
de faire apparaitre le lien entre ces questions et le probleme d’arrét optimal. Pour cela, nous
aurons besoin de la notion de temps d’arrét, qui permet de modéliser les stratégies d’exercice
d’une option américaine, et de la notion d’enveloppe de Snell, qui est la clé de la résolution du
probleme d’arrét optimal. L’application de ces notions aux options américaines sera précisée
dans le paragraphe 5 de ce chapitre.

1 Notion de temps d’arrét

Le détenteur d’une option américaine peut I’exercer a tout moment, jusqu’a la date
d’échéance. La décision d’exercer ou de ne pas exercer a I’instant n se fera au vu des infor-
mations disponibles a I’instant n. Si on se place dans un modele discret construit sur un espace
probabilisé filtré (Q, Fy (Fr)ogenen s P) fini, on est conduit a décrire la date d’exercice par une
variable aléatoire appelée temps d’arrét :

Définition 1.1 Une variable aléatoire v, a valeurs dans{0, 1,2, ..., N} est un temps d’arrét si,
pour toutn € {0,1,---,N}:
{v=n}e F..

Remarque 1.2 Comme dans le chapitre précédent, nous supposerons que F = P(Q) et
P{w}) > 0, Vw € Q. Cette hypothese n’est d’ailleurs pas essentielle : si elle n’est pas vé-
rifiée, les résultats exposés dans ce chapitre restent vrais a condition de prendre les égalités au
sens presque sdr. Par contre, nous ne ferons pas les hypothéses 7y = {0, Q} et Fn = F, sauf
dans le contexte purement financier du paragraphe 5.

Remarque 1.3 On pourra Vvérifier, a titre d’exercice, que v est un temps d’arrét si et seulement
si, pour toutn € {0,1,---,N}:
{v<n}e F..

Cette définition équivalente du temps d’arrét est celle qui se généralise au temps continu.

Introduisons maintenant la notion de “suite arrétée a un temps d’arrét”. Soit (X)), UNE
suite adaptée a la filtration (F,) ., €t SOit v un temps d’arrét. La suite arrétée a I’instant v
est définie par : -

X:{ ((,U) - Xv(w)/\n ((D)

c’est a dire que, sur I’ensemble {v =j}ona:

XY = Xi sij<n
nol X, sij>mn.

Noter que X¥, (w) = Xy(w) (W) (= X; sur {v = j}).

Proposition 1.4 Soit (X,,) une suite adaptée et soit v un temps d’arrét. La suite arrétée
(X} o<nen €St adaptee. Si, de plus, (X,,) est une martingale (resp. une surmartingale), alors
(XY) est une martingale (resp. une surmartingale).
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Démonstration : On remarque que, pourn > 1,0na:

Xvan = Xo + Z 5 (X5 — Xj—1)
j=1
ou ¢; = 1{)- <) Puisque {j < v} est le complémentaire de I’ensemble {v < j} ={v <j— 1},

le processus () g, €St prévisible.

Il est clair alors que (Xyan) o< <n €St adaptée & la filtration (Fy,)o<n<n. De plus, si (Xy,)
est une martingale, (X,n) st aussi une martingale par rapport a (F,,), en tant que transformée
de la martingale (X,,). On montre de méme que si la suite (X,,) est une surmartingale (resp.
une sousmartingale), la suite arrétée est encore une surmartingale (resp. une sousmartingale) en
utilisant la prévisibilité et la positivité de ($;)o<j<n. i

2 Enveloppe de Snell

Dans ce paragraphe, on se donne une suite (Z,,)o<n<n adaptée, et on se propose d’étudier
la suite (Uy,)o<n<n définie par les relations :

Uy = Zn
U, = max(Zy,E(UpplFn)) Yn<N-—1.

Cette étude est motivée par notre premiére approche des options américaines (paragraphe 3.3
du chapitre 1). Nous savons deja, par la proposition 3.6 du chapitre 1, que (U, )o<n<n €st la
plus petite surmartingale majorant la suite (Z,,)o<n<n. On I’appelle enveloppe de Snell de la
suite (Zn)OgnSN-

La relation de récurrence définissant (Ul,,) montre qu’a chaque instant, U,, est au dessus de
Z.. (avec égalité pour n = N) et que, tant que I’inégalité est stricte, U,, = E(U.,1|F,). Cela
suggere gu’en arrétant convenablement la suite (UL,,), on puisse obtenir une martingale, comme
le montre la proposition suivante.

Proposition 2.1 La variable aléatoire définie par :
vo = inf{n > 0[U, = Z,}

est un temps d’arrét et la suite arrétée (Unay, ) -, €St Une martingale.

Démonstration : Puisque Uy = Zn, Vo définit bien un élément de {0, 1,---,N}etl’ona:
{vo =0} ={Up = Zo} € Fo,
etpourk > 1:
{vo=k} ={Uo > Zo} N - - N{U1 > Zy 1} N{Uy = Zi} € F.

Pour montrer que (LLY°) est une martingale, on écrit, comme dans la démonstration de la
proposition 1.4 :

U =Unay, =Uo+ ) b5AL;

i=1
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ou ¢ = 1{VO > ) D’ou, pourmn € {0,1,--- ;N —1}:
U:SH - u:;o = bnn (un—H - un)
= 1{TL +1 <~} (Ungr — Un)

On a, par définition, U,, = max (Z,,, E (Un41|F)) et sur I’ensemble {n + 1 <o}, U, > Z,,
et par conséquent U,, = E (U,,1|/Fn). D’ou :

u:ﬁH - uj{flo = 1{TL + 1 S 'VO} (unJr] —E (un+1|‘/fn))
et, en conditionnant :
E (W% = W) 1F0) = 1ry 4 1 < yg)E (Unir — B (Unial ) F)

car {n + 1 <o} € Fn (puisque le complémentaire de {n + 1 < v} est {vo < nl.
D’ou :
E (W - up)17,) =0

ce qui prouve que U™ est une martingale. | |

Dans la suite, nous noterons 7;, n I’ensemble des temps d’arrét qui prennent leurs valeurs dans
{n,m+1,---,NJ. Remarquons que, puisque Q est suppose fini, 7,, N est un ensemble fini. La
propriété de martingale de la suite U™ permet de montrer le résultat suivant, qui fait le lien
entre enveloppe de Snell et probléme d’arrét optimal.

Corollaire 2.2 Le temps d’arrét v, vérifie :

Uy = E(Z\,[Fo) = sup E(Z,|Fo).

veTo N

Si Z,, s’interpréte comme la somme des gains d’un joueur aprés n parties d’un jeu de hasard,
on voit que s’arréter de jouer a I’instant v, permet de maximiser le gain moyen sachant 7.
Démonstration : Puisque U™ est une martingale, on a :

Uy = Ug° = E (UL [Fo) = E (U, [Fo) = E(Zy,1F0) -
Par ailleurs, si v € 7, N la suite arrétée U™ est une surmartingale. D’ou :

Uo E (UX|Fo) = E (U, |Fo)

>
Z E (Zv|f0) )

ce qui donne le résultat. |

Remarque 2.3 Une généralisation immédiate du corollaire 2.2 donne :
U, = sup E(Z,Fn)
VETHYN

= E (Zvn|fn) y

ouv, = |nf{] > n|U] = Z]}
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Définition 2.4 On appelle temps d’arrét optimal pour la suite (Z,,) ., tout temps d’arrét v
tel que : -
E (Z/Fo) = sup E (Z]Fo)

To,N

Il résulte de ce qui précéde que v, est un temps d’arrét optimal. Le résultat suivant donne une
caracterisation des temps d’arrét optimaux qui montre que v, est le plus petit temps d’arrét
optimal.

Théoréme 2.5 Un temps d’arrét v est optimal si et seulement si :

{zvzuv

et (uyAn)OSHSN est une martingale. (2.1)

Démonstration : Si la suite arrétée U™ est une martingale, on a Uy, = E(UL,|F,) et par consé-
quent, si (2.1) est vérifié, Uy = E(Z,|Fo), ce qui, compte tenu du corollaire 2.2, entraine
I’optimalite de v.

Réciproquement, si v est optimal, on a :

Up = E (Z,Fo) < E (W |Fo).
Mais, puisque UY est une surmartingale :
E (uv|f0) S UO-

D’ou :
E (U\|[Fo) = E(Z.|F0)

et puisque U, > Z,, U, = Z,.
De I’égalité E (U, |Fy) = Uy et des inégalités :

LlO Z E (uv/\n’fO) 2 E (uv’fO)
(qui résultent du fait que (LLY) est une surmartingale) on déduit aussi :
E (uv/\n|f0) =E (uv|‘/TO) - E(E (uv|‘/fn)|‘/TO) .

Mais on a Uyn, > E (U,|Fy), d’ou Uyan = E (U, | F), ce qui prouve que (L)) est une
martingale. | |

3 Deécomposition des surmartingales

La décomposition suivante (classiquement appelée “décomposition de Doob) permet, dans
les modéles de marchés viables et complets, d’associer a toute surmartingale une stratégie de
gestion dans laguelle la consommation est autorisée (voir a ce sujet I’exercice 5).

Proposition 3.1 Toute surmartingale (U,,)o<n<n peut s’écrire de fagon unique sous la forme :
U, =M, — A,

ou (M) est une martingale et (A,,) un processus croissant, prévisible, nul en 0.
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Démonstration : 1l est clair que le seul choix possible pour n = 0 est My = U et Ay = 0.
On doit ensuite avoir :

unﬂ - un = Mn+1 - Mn - (An+1 - An) .
D’ou, en conditionnant par rapport a 7, et en utilisant les propriétés de M et A :
- (An+1 - An) =E (un+1|fn) — U,
et
M1 — My = U — E(Un 1| Fn).

(M,,) et (A,) sont ainsi déterminés de maniére unique et on voit que (M,,) est bien une mar-
tingale et que (A,,) est bien prévisible et croissant (parce que (U,,) est une surmartingale).
[

Supposons maintenant que (U,,) soit I’enveloppe de Snell d’une suite adaptée (Z,,). On peut
alors caracteriser le plus grand temps d’arrét optimal pour (Z,,) a I’aide du processus croissant
(A,,) intervenant dans la décomposition de Doob de (U,,) :

Proposition 3.2 Le plus grand temps d’arrét optimal pour (Z,,) est donné par :

. N Si An=0
Yo =\ infin, Ang #£ 0} si An # 0.

Démonstration : On voit facilement que v, est un temps d’arrét en utilisant le fait que
(An)o<n<n €st prévisible. De I’égalité U,, = M,, — A,, et du fait que A; = 0, pour j < Vi, ON
déduit que L™= = M= ce qui entraine que U= est une martingale. Pour avoir I’optimalité, il
suffit par conséquent de montrer I’égalité :

u’Ynax - ZVhax'
Or:
N-1
W = 2 Ty, =W + 1y, = U
=0
N-—-1
= Loy =1 max(Z;, E(WnlF)) + 1, — 12N,

)
On a E (U441 F) = M — Ay et, sur ’ensemble {v, =i}, A; = 0 et A;;; > 0, donc

U]- = Mj etE (Uj+]|f'j) = Mj — Aj+] < u]'. Par suite U]- = max (Z]', E (U]+1|.7-"])) = Z]'. D’ou
finalement :

i
o

u\'nax = Z‘Ynax

Il reste & demontrer que c’est le plus grand temps d’arrét optimal. Cela résulte du fait que si v
est un temps d’arrét vérifiant v > v, et P(v > v, ) > 0, alors

E(uv) = E(Mv) - E(Av) = E(UO) - E(Av) < E(uO)

et par conséquent U™ ne peut pas étre une martingale. |
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4 Enveloppe de Snell et chaines de Markov

Le but de ce paragraphe est de montrer comment, dans un cadre markovien, les calculs
d’enveloppes de Snell peuvent étre menés a bien. Une suite (X, )n>o de variables aléatoires a
valeurs dans un ensemble fini E est appelée chaine de Markov si, pour tout entier n > 1 et pour
tous éléments xo, x1,..., Xn_1, X, yde E,ona:

P(Xn—H :y’XO :XOw--»an] :Xn,thZX) - P(Xn—H :y’Xn :X)

La chaine est dite homogéne si le nombre P(x,y) = P (X417 = y|X,, = x) ne dépend pas de n.
La matrice P = (P(x,y)),)cexe INdexée par E x E, est alors appelée matrice de transition
de la chaine. La matrice P a des coefficients positifs ou nuls et vérifie : ZyeEP(X»U) =1,
pour tout x € E ; on dit que c’est une matrice stochastique. Lorsqu’on travaille sur un espace de
probabilité filtré (Q, Fy (Fr)genen s P), on définit la notion de chaine de Markov par rapport
a la filtration :

Définition 4.1 Une suite (X,,)o<n<n de variables aléatoires a valeurs dans ensemble E est une
chaine de Markov homogene de matrice de transition P par rapport a la filtration (7)o, <n
si (X,,) est adaptée et si pour toute fonction f de E dans R, on a :

E (f (Xn+1) |~7:n) = Pf (Xn)
ou Pf désigne la fonction qui & x € E associe Pf(x) = ZyeE P(x,y)f(y).

Noter que si I’on interpréte les fonctions de E dans R comme des matrices unicolonnes indexées
par E, Pf est bien le produit des deux matrices P et f. On Vérifie fagilement qu’une chaine de
Markov au sens elémentaire est une chaine de Markov par rapport a sa filtration naturelle, définie
par : F, = 0(Xo, ..., Xn).

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition précédente et de la
définition de I’enveloppe de Snell.

Proposition 4.2 Soit (Z,) une suite adaptée définie par Z,, = VP (n, X,), ou (X,,) est une
chaine de Markov homogene de matrice de transition P, & valeurs dans E et 1\ une fonction de
N x E dans R. Alors, I’enveloppe de Snell (1L,,) de la suite (Z,,) est donnée par U,, = u(n, X,),
ou la fonction u est définie par les relations suivantes :

u(N,x) =9P(N,x) VxekE

et, pourn < N —1,
u(“) ) = maXx (ll)(n) ),PU(n+ ]>)) .

5 Application aux options américaines

Nous nous plagons maintenant dans un modele de marché viable et complet, construit sur

I’espace (Q,]—“, (Fr)ocnens P) et, comme dans les paragraphes 3.1 et 3.3 du chapitre 1, nous
noterons P* I’unique probabilité sous laquelle les actifs actualisés sont des martingales.
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5.1 Exercice et couverture des options américaines

Dans le paragraphe 3.3 du chapitre 1, nous avons défini la valeur (Ul,,) d’une option améri-
caine décrite par une suite (Z,,), par les relations :

Uy = Zn
Un = max (2, SO (%117)) Yn<N-1,
n+1

La suite (U,,) définie par U,, = U,,/SC (valeur actualisée de I’option) est donc I’enveloppe de

~

Snell sous P* de la suite (Z,,). Il résulte du paragraphe 2 ci-dessus que I’on a :

U, = sup E* (Zvlfn)

‘VGTH,N
et par conséquent :
* ZV
U,=5°% sup E <S—O|fn> .
'\/ETT‘,N v
D’apres le paragraphe 3, on peut écrire :

un - Mn_ATu

ou (M,,) est une P* martingale et (A,,) est un processus croissant prévisible nul en 0. Puisque
le marché est complet, il existe une stratégie autofinancée ¢ telle que :

c’est a dire Va (¢) = M. Comme la suite (Vn (d))) est une P*-martingale, on a :

Vald) = E (Vn(d)IFn)
= E" (MnlF)
- Mn)

et, par conséquent : N ~ ~

un - Vn(d)) - An-
D’ou :

un = vn(d)) - An)
ouA, = S?j\n. Il est clair sur cette expression que le vendeur de I’option peut se couvrir
parfaitement puisque, en encaissant la prime Uy = Vi (), il peut produire une richesse égale a
I’instant n a V.(¢) qui majore U,, donc Z,,.

Quelle est la date d’exercice optimale pour I’acheteur de I’option? La date d’exercice est

a choisir parmi tous les temps d’arrét. Le détenteur de I’option n’a pas intérét a exercer a un
instant n ou U,, > Z,,, car il perdrait un actif de valeur U,, (I’option) contre une richesse égale
a Z, (venant de I’exercice de I’option). Donc une date T d’exercice optimal vérifie U, = Z..
Par ailleurs, il n’a pas intérét a exercer apres I’instant

Vnax = Inf{)) A]'Jr] 7é O}

(qui est égal a inf {j, /Z\]-H + 0}), car, a cet instant, en vendant I’option, il peut se constituer
une richesse égale a U, = V4 () et, en suivant a partir de cet instant la stratégie ¢, il se
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constitue un portefeuille dont la valeur est strictement plus grande que celle de I’option aux
instants v, + 1, Vo + 2, - - -, N. On impose donc, comme seconde condition T < vmax, ce qui
permet de dire que U~ est une martingale. La conclusion de ce qui précéde est que les dates
d’exercice optimales sont les temps d’arrét optimaux pour la suite (Z,), sous la probabilité
P*. Pour préciser ce point, reprenons le point de vue du vendeur de I’option. Si celui-ci se
couvre suivant la stratégie ¢ définie plus haut et si I’acheteur exerce a un instant T qui n’est pas
optimal,ona U, > Z.ou A, > 0. Dans les deux cas, le vendeur réalise un profit V.(¢p) —Z. =
U, + A — Z, qui est strictement positif.

5.2 Options américaines et options européennes

Proposition 5.1 Soit C,, la valeur a I’instant n d’une option américaine décrite par une suite
adaptée (Z.),.,.«n et soit c,, la valeur a I’instant n de I’option européenne definie par la
variable aléatoire Fn-mesurable h = Zy. Alors,ona: Cn > cn.

De plus, si ¢,, > Z, pour tout n, alors :

cn=Cn Yne{01,...,N}L

L’inégalité C,, > c,, est bien naturelle puisque I’option américaine donne plus de droits que
I’option européenne.
Démonstration : Puisque la valeur actualisee (Cn) est une surmartingale sous P*, ona:

Cn > E" (CNIFn) = E" (EnIFn) = &,

D’ou, I’inégalité : C,, > c..
Sionacy > Zy, pour tout n, alors la suite (¢,,), qui est une martingale sous P*, apparait
comme une surmartingale (sous P*) majorant la suite (Z,,) et par consequent :

Ch.<&, vnelol,....,N}

D’ou I’égalité. [ |

Remarque 5.2 On vérifiera sans peine que si les relations de la proposition 5.1 n’étaient pas
vérifiées, il y aurait des opportunités d’arbitrage par des transactions sur les options.

Pour illustrer la proposition qui précede, plagons-nous dans le cas d’un marché avec un seul
actif risqué, de prix S,, a I’instant n. et un taux d’intérét sans risque constant, égal a r > 0 sur
chaque période, de sorte que S® = (1 + )™ Alors si, avec les notations de la proposition 5.1,
onprend Z, = (S, — K)4, cn est le prix, a la date n, d’un call européen d’échéance N et de
prix d’exercice K sur une unité d’actif risqué et C,, est le prix du call américain correspondant.
Ona:

G = (14 1) NE" (Sn— K)ol F)
> E (Sn— KO+ NF)
gn_K(1 +r)7N>

en utilisant la propriété de martingale de (S,). D0l ¢n > Sp— K(1 1)~ N1 > § K,
puisque r > 0. Comme c¢,, > 0, on a aussi ¢, > (S,, — K) et par la proposition 5.1, C,, = c..
Iy a donc égalité entre le prix du call européen et le prix du call américain correspondant.
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Cette propriété n’est pas vérifiée dans le cas du put, ni dans le cas de calls sur devises ou sur
actions distribuant des dividendes.

Remarque bibliographique : Pour des compléments sur I’enveloppe de Snell et I’arrét optimal,
on pourra consulter [Nev72] (chapitre V1) et [DCD83] (chapitre 5, paragraphe 1). Pour la théorie
de I’arrét optimal a temps continu, voir [Kar81].

6 EXxercices

Exercice 1 Soit v un temps d’arrét par rapport a une filtration (F,,)o<n<n. On note F, I’en-
semble des événements A tels que A N{v =n} € F,, pourtoutn € {0,..., N}

1. Montrer que F, est une sous-tribu de F. F, est souvent appelée “tribu des évenements
antérieurs a v”.

2. Montrer que la variable aléatoire v est F.,-mesurable.
3. Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer I’égalité :

N
E(XIF) =) 1fy = HEXIF)
=0

4. Soit T un temps d’arrét tel que T > v. Montrer que F., C F~.
5. Sous les mémes hypotheses, montrer que si (M,,) une martingale, on a

Mv - E(MT|f’V)
(On pourra traiter le cas T = N d’abord.)

Exercice 2 Soit (U,,) I’enveloppe de Snell d’une suite adaptée (Z,.). Montrer, sans supposer
Fo triviale que :
E(Uo) = sup E(Z,),

vETo,N
et plus généralement que :
E(U, = sup E(Z,).

'VeTn,N

Exercice 3 Montrer que v est optimal au sens de la définition 2.4 si et seulement si :
E(Z,) = sup E (Z+).

t€To,N

Exercice 4 L’ objet de cet exercice est d’étudier le put américain dans le modéle de Cox-Ross-
Rubinstein. Les notations sont celles du chapitre 1.

1. Montrer que le prix P, a I’instant n, du put américain d’échéance N, de prix d’exercice
K sur une action peut s’écrire :

Pn - Pam(“» Sn)
oU Pom(n, x) est définie par Pon(N, x) = (K—x), et,pourn < N — 1

f(n—|—1,x)>

Pam(nyx) = max <(K - X)—H 1 +r

avec f(n+1,x) = pPamn +1,x(1 4+ a)) + (1 = p)Pam(n + 1,x(1 + b)) et p = 2.
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2. Montrer que la fonction P, (0, .) peut se mettre sous la forme :

Pam(0,x) = sup E* ((1+7)7V(K—=xVy).),
VE'ZE),N
ou la suite de variables aléatoires (Vi )o<n<n €st définie par : Vo = 1 et, pour n > 1,
V,, = [T, Uy, ou les U; sont des variables aléatoires dont on précisera la loi conjointe
sous P*.

3. A partir de la formule de la question précédente, montrer que la fonction x — P 4.(0, x)
est convexe et décroissante.

4. On suppose a < 0. Montrer gu’il existe un réel x* € [0,K] tel que, pour x < x*,
Pam(0,%) = (K —x) 4 et, pour x €]x*, K/(1 4+ a)™[, Pam(0,%) > (K —x) .

5. Un agent détient le put américain a I’instant 0. Pour quelles valeurs du cours spot S, a-t-il
intérét a exercer immédiatement son option ?

6. Montrer que la stratégie de couverture du put américain est définie par une quantité d’actif
risqué H,, = A(n, S,,_1) a détenir a I’instant n, ou A est une fonction que I’on exprimera
a partir de la fonction P .

Exercice 5 Stratégies de consommation. Les stratégies autofinancées définies au chapitre 1
excluent toute possibilité de consommation. On peut introduire des stratégies de consommation
de la facon suivante : & I’instant n, aprés avoir pris connaissance des cours S9,...,S4, Iinvestis-
seur réajuste son portefeuille pour le faire passer de la composition ¢, a la composition ¢, 1
et décide de la richesse y,,.1 qui sera consommée a la date n + 1. Le réajustement se faisant
aux cours de la date n, s’il n’y a pas d’apports de fonds extérieurs, on doit avoir :

d)n—H -Sn - q)n-sn —Yn+1- (22)

Une stratégie de gestion avec consommation sera donc définie par un couple (&,v), ou ¢ est
un processus prévisible a valeurs dans R4+, représentant les quantités d’actifs détenues en por-
tefeuille et v = (yn)1<n<n UN processus prévisible a valeurs dans R, représentant la richesse
consommée a chaque instant, les processus ¢ et -y étant liés par la relation (2.2), qui remplace
la condition d’autofinancement du chapitre 1.

1. Soit ¢ un processus prévisible a valeurs dansNRd+1 et soity un processus previsible a va-
leurs dans R,.. On pose V,,(¢) = &n.Sn et Va(dp) = ¢n.S,. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(@) Le couple (¢,y) définit une stratégie de gestion avec consommation.

(b) Pourtoutn €{1,..., N},
V() = Vo(d) + D> .48 — ) ;.
j=1 j=1

(c) Pourtoutn €{1,...,N},

V() = Vo) + D ;.05 = ) v3/S) 5.
j=1 j=1

2. Dans toute la suite, on suppose le marché viable et complet et on note P* I’unique pro-
babilité sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales. Montrer que si le

couple (¢, y) définit une stratégie de gestion avec consommation, alors (V,,(¢)) est une
surmartingale sous P*.
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3. Soit (U,,) une suite adaptée telle que (U,,) soit une surmartingale sous P*. Montrer, en
utilisant la décomposition de Doob, qu’il existe une stratégie de gestion avec consomma-
tion (¢, v) telle que V() = U,,, pour toutn € {0, ..., N}

4. Soit (Z,,), une suite adaptée. On dit qu’une stratégie de gestion avec consommation (¢, y)
couvre I’option américaine définie par (Z,,) si V.(b) > Z,,, pour toutn € {0, 1,...,N}.
Montrer que la valeur (LL,,) de I’option américaine est la valeur d’au moins une stratégie
de gestion avec consommation qui couvre (Z,,) et que toute stratégie de gestion avec
consommation (¢,y) qui couvre (Z,,) vérifie V,,(¢) > U, pour toutn € {0,1,..., N}

5. Soit x un nombre positif, représentant la richesse initiale d’un investisseur et soit y =
(Yn)1<n<n Une suite prévisible a valeurs dans R_,.. On dira que le processus de consom-
mation (y.) est financable a partir de la richesse initiale x s’il existe un processus pre-
visible ¢ & valeurs dans R4*! tel que le couple (¢, y) définisse une stratégie de gestion
avec consommation, avec, de plus : Vo(d) = x et V,.(d) > 0, pour tout n € {0, ..., N}
Montrer que (y,) est financable & partir de la richesse initiale x, si et seulement si :

E* (ZF:] Yj/sloﬂ) < X






Chapitre 3
Mouvement brownien et equations différentielles
stochastiques

Les deux premiers chapitres de ce livre ont eté consacres a I’étude de modeles a temps
discret. On a vu a cette occasion I’importance des notions de martingales, de stratégies au-
tofinancées. .. Nous allons étendre ces notions au cas du temps continu. En particulier, nous
introduirons les outils mathématiques permettant de construire des modeles d’évolution d’ac-
tif et de calculer les prix d’options. Les outils techniques sont plus délicats a utiliser en temps
continu mais les idees essentielles différent peu de celles du temps discret.

Pourquoi considere-t-on des modéles a temps continu? La premiere motivation vient des
phénomenes que I’on veut modéliser : les variations des cotations sur les marchés organisés
sont en pratique tellement fréquentes qu’un modele a temps discret peut difficilement en rendre
compte. D’autre part les modéles continus conduisent a des méthodes de calcul plus explicites
que les modéles discrets, méme s’il faut parfois avoir recours a des méthodes numeériques. Ainsi,
le modéle le plus utilisé dans la pratique (le modéle de Black et Scholes) est un modéle a temps
continu qui conduit a une formule simple. Comme nous I’avons signalé dans I’introduction,
les liens entre processus stochastiques et finance ne sont pas nouveaux : en 1901, Bachelier
(voir [Bac00]) dans un mémoire intitulé “Théorie de la spéculation” est, non seulement I’un des
premiers a s’intéresser mathématiquement aux propriétés du mouvement brownien, mais aussi
a donner des formules de calcul de prix pour certaines options.

Nous donnons quelques éléments mathématiques nécessaires a la compréhension des mo-
déles a temps continu. En particulier, nous introduirons le mouvement brownien, qui est I’ou-
til majeur du modele de Black et Scholes et sert a construire la plupart des modéles d’actifs
en finance. Puis nous étendrons la notion de martingale au cas du temps continu, enfin nous
construirons I’intégrale stochastique d’1td et nous introduirons le calcul différentiel qui lui est
associé : le calcul d’Itd.

Certaines démonstrations sont rédigées en petits caractéres, ce sont des démonstrations tech-
niques qu’il est conseillé de sauter lors d’une premiere lecture.

1 Géneralités sur les processus a temps continu
Commencons par préciser ce que I’on entend par processus a temps continu.

Définition 1.1 On appelle processus stochastique a temps continu et a valeurs dans un espace
E muni d’une tribu £ , une famille (X;)cr+ de variables aléatoires sur un espace de probabilité
(Q, A, P)avaleursdans (E, &).

Remarque 1.2 — Dans la pratique I’indice t représente le temps.

— Un processus peut aussi étre vu comme une fonction aléatoire : a chaque w dans Q on
associe la fonction de R* dans E, t — X;(w), appelée trajectoire du processus.

— Un processus peut étre considéré comme une application de R™ x Q dans E, nous sup-
poserons toujours que cette application est mesurable lorsque I’on munit R™ x Q de la
tribu B(R™) x Aet E de latribu £.

— On consideérera aussi des processus indexés par un intervalle de temps [0, T] borné.
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Comme dans le cas discret, on introduit la notion de filtration.

Définition 1.3 Soit (Q,.4,P) un espace de probabilité, une filtration (F¢)>o est une famille
croissante de sous tribus de A.

Le tribu F; représente I’information dont on dispose a I’instant t. On dit qu’un processus
(Xt)1>0 est adapté a (Fi)¢>o, Si pour chaque t, X, est F-mesurable.

Remarque 1.4 Dans la suite, les filtrations que 1’on considérera, auront la propriété suivante :
SiA e AetsiP(A) =0, alors pour tout t, A € F;.

Ceci exprime que F; contient tous les ensembles de mesure nulle de A. Le but de cette hypo-
these technique est de permettre d’affirmer que si X =Y Pp.s. etque Y est Fi-mesurable
alors X est aussi F-mesurable.

On peut construire une filtration a partir d’un processus (X)>o en posant F; = o(X, s <
t). Cette filtration ne vérifie pas, en général, I’hypothese précedente. Cependant si on remplace
la tribu F; par la tribu F; engendrée par F, et \/, I’ensemble des ensembles de probabilité nulle
(on dit aussi négligeables) de A, on obtient une filtration vérifiant la condition souhaitée. On
appelle cette filtration la filtration naturelle du processus (X1)>o. Quand on parle de filtration
pour un processus sans autres précisions, il s’agit de sa filtration naturelle. Un processus est
bien sOr adapteé a sa filtration naturelle.

La notion de temps d’arrét nous sera utile comme dans le cas discret. Un temps d’arrét
modélise un temps aléatoire qui dépend du processus de facon non anticipante (& un instant
donné t on “sait” si un temps d’arrét est plus petit que t). Formellement, la définition est la
suivante :

Définition 1.5 On appelle temps d’arrét par rapport a une filtration (F;) o une variable aléa-
toire T & valeurs dans R™ U {+o0} telle que, pour toutt > 0 :

T<tle
On associe a un temps d’arrét t une tribu que I’on note F., définie par :
F.={A €A, pourtoutt >0, An{t<t}e F.

Cette tribu représente les informations disponibles avant I’instant aléatoire . On demontre que
(voir exercices 8,9,10, 11,14) :

Proposition 1.6 — Si S estun temps d’arrét, S est Fs mesurable.
— Si S est un temps d’arrét, fini presque slrement, et (Xi)>o €St un processus adapte
continu, alors Xs est Fs mesurable.
— Si S et T sont deux temps d’arréttelsque S < T P p.s., alors Fs C Fr.
— Si S et T sont deux temps d’arrét alors S A T = inf(S, T) est un temps d’arrét. En
particulier si S est un temps d’arrét et t est un temps déterministe S A t est un temps
d’arrét.
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2 Le mouvement brownien

Un exemple particulierement important de processus stochastique est le mouvement brow-
nien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modéles d’actifs financiers et de
taux d’intérét.

Définition 2.1 On appelle mouvement brownien un processus stochastique (X¢)>o @ valeurs
réelles, qui est un processus a accroissements indépendants et stationnaires dont les trajectoires
sont continues. Ce qui signifie que :

— continuité : P p.s. lafonction s — X (w) est une fonction continue.

— indépendance des accroissements : Si s < t, X; — X, est indépendant de la tribu Fs =

o(Xy,u<s).

— stationnarité des accroissements : si s < t, la loi de X; — X est identique a celle de

Xi_s — Xo.

Cette définition permet de caracteriser la loi de la variable aléatoire X;. Ce résultat est délicat a
établir, nous renvoyons a [GS80] pour sa démonstration.
Théoreme 2.2 Si (X4)>0 €st un mouvement brownien, alors X, — X, est une variable aléatoire
gaussienne de moyenne Tt et de variance ot, T et o étant des constantes réelles.
Remarque 2.3 Un mouvement brownien est dit standard si :

Xo=0 Pp.s. E(X)=0, E(X})=t
Dans la suite, lorsque I’on parlera de mouvement brownien, sans autre précision, il s’agira d’un
mouvement brownien standard. Dans ce cas, la loi de X, prend la forme :

1 X2
e 2t dx,
2m

—+

dx étant la mesure de Lebesgue sur R.

On peut démontrer une propriété précisant le caractere gaussien du mouvement brownien.
On vient de voir que pour tout t, X; est une variable aléatoire gaussienne. On a une propriété
plus forte :

Théoreme 2.4 Si (Xi)t>0 est un mouvement brownien, si 0 < t; < ... < t, alors
(X4t - ., X¢, ) €St un vecteur gaussien.

On pourra consulter I’appendice page 161 pour des précisions sur les vecteurs gaussiens.

Démonstration : Soit0 < t; < ... < ty, alors le vecteur aléatoire (X, , Xt, — X,y -+, X, —
X, _,) est composé de variables aléatoires gaussiennes (d’apres le théoreme 2.2) et indépen-
dantes (par définition du mouvement brownien), ce vecteur est donc un vecteur gaussien. Il en

est donc de méme pour (Xy,, ..., X, ). [ |

On aura besoin d’une définition legerement plus précise d’un mouvement brownien par rapport
a une tribu F.

Définition 2.5 On appellera Fi—mouvement brownien un processus stochastique a valeurs
réelles et a trajectoires continues qui verifie :

— Pour tout t > 0, X, est Fi-mesurable.

— Si s <t, Xy — X est indépendant de la tribu F.

— Sis < t, laloide X; — X, est identique a celle de X_s — Xo.

Remarque 2.6 Le premier point de la définition précédente prouve que o(X,,u < t) C Fi.
De plus, il est facile de vérifier qu’un F-mouvement brownien est un mouvement brownien par
rapport a sa filtration naturelle.
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3 Martingales a temps continu

Comme dans le cas des modeles a temps discret, la notion de martingale est un outil essentiel
pour expliciter la notion d’arbitrage. La définition suivante est une extension de celle du temps
discret.

Définition 3.1 Soit (), A4, P) un espace probabilisé et (F;).>o une filtration de cet espace. Une
famille adaptée (M).>o de variables aléatoires intégrables, (c’est-a-dire vérifiant E(|M|) <
+o00 pour tout t) est :

— une martingale si, pour tout s < t, E (MFs) = M.

— une surmartingale si, pour tout s < t, E (M {Fs) < M.

— une sousmartingale si, pour tout s < t, E (MF,) > M,.

Remarque 3.2 On deduit de cette définition que, si (M) >0 est une martingale, alors E(M) =
E(M,), pour tout t.

Donnons des exemples de martingales que I’on peut construire a partir du mouvement brownien.

Proposition 3.3 Si (X¢)t>0 est un F-mouvement brownien standard :
1. X, est une F-martingale.
2. X% — test une Fi-martingale.

3. exp (cht — (0‘2/2)’() est une Fy-martingale.

Démonstration : Si s < talors X;—X; est indépendante de la tribu F;. Donc E(X;—X|Fs) =
E(X; — X;). Mais un mouvement brownien standard est centré, donc E(X; — X;) = 0. On en
déduit le premier point. Pour démontrer le deuxiéme, remarquons que :

E(XZ—XAF) = E((Xe—Xo)? +2X:(Xe — X, F)
= E((Xe = X)AF:) + 2XE (X — X Fo)

mais comme (X4)>o est une martingale E (X — X;|Fs) = 0, etdonc :
E (X{ — XUF) =E ((Xe— X)) .

La stationnarité et I’indépendance des accroissements du mouvement brownien permettent de
plus d’affirmer que :

E((Xe—X A7) = E(X2)
= t—s.
La derniere égalité est due au fait que X, suit une loi gaussienne centrée de variance t. On en
déduit que E (X? — tIF,) = X2 —s,sis < t.
Pour démontrer le dernier point, rappelons, tout d’abord, que, si g est une gaussienne centrée
réduite, on a:

De plus,sis < t:

E (echtfozt/nyS) _ eGXstZt/ZE (eG(thxs)’fs)
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car X, est Fs-mesurable, et comme X, — X, est indépendante de F,, ona:

E(ea(xt—xs),}-s) - E eG(Xt—XS))
E e“xt*S)
E e“gm)

2(t—s)
2

o

= €

Ce qui donne le résultat annoncé. [ |

Si (My)>0 est une martingale, la relation E (M| F;) = M, peut étre étendue a des temps
aléatoires si ces temps sont des temps d’arrét bornés. Ce résultat est une extension de I’exercice
1 du chapitre 2 au cas continu et porte le nom de théoréme d’arrét. Nous admettons ce théoreme
et renvoyons a [KS88] page 19 pour sa démonstration.

Théoreme 3.4 (Théoreme d’arrét.) Si (M)>o €stune martingale continue par rapporta une
filtration (Fi)>o0, €t Si T7 et T, sont deux temps d’arrét tels que t; < 7, < K, K étant une
constante reelle finie, alors M., est integrable et :

E(My|Fr,) =M, Pps. .

Remarque 3.5 — Ce resultat entraine que, si T est un temps d’arrét borng, alors E(M.;) =
E(M,) (il suffit d’appliquer le théoreme d’arrét avec t; = 0, T, = T et de prendre I’espé-
rance des deux membres).

— Si M, est une sousmartingale, on a le méme théoréme en remplacant I’égalité précédente
par :
E (M| Fr) > My, Pps.

Nous allons donner un exemple d’application de ce resultat au calcul des temps d’atteinte d’un
point par le mouvement brownien.

Proposition 3.6 Soit (X{)>0 un Fi-mouvement brownien. Notons, si a est un nombre réel,
T, = inf{s > 0, Xs = a}, ou +oo si cet ensemble est vide.
Alors, T, est un temps d’arrét fini presque sirement, dont la loi est caractérisée par sa

transformée de Laplace :
E (efm) — e~ V2Nd

Démonstration : Nous supposerons que a > 0. T, est un temps d’arrét, en effet, comme X
est continue :

Ta < t} = MNecq++ {sup Xe>a— 6} = Neeq+* Usco+ s<t {X¢ >a—¢€}.
s<t

Ce dernier ensemble est dans F;, ce qui prouve le résultat. On notera dans ce qui suitx Ay =

inf(x,y).

Nous allons appliquer le theoreme d’arrét a la martingale M = exp (cht — (0‘2/2)’(). On
ne peut pas appliquer le théoréeme d’arrét a T, (qui n’est pas borné). Cependant, si n est un
entier positif, T, /A n est encore un temps d’arrét (voir proposition 1.6), qui est borné, on peut
donc appliquer le théoréme d’arrét. On obtient ainsi :

E (MTa/\n) =1.
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UZ - -
Mais M1 an = e“XTarn =7 (TaAN) < exp(ca). De plus, si Ty < +00, liMy 100 M1, An = M1,
etsi T, = 400, 0napour tout t, Xy < a, d’ou lim,,_, ;o M1, An = 0. Le théoréme de Lebesgue
donne donc E(1 M. ) =1, soit,comme X1. = asi Ty < +00:
{Ta < +OO} @ @

fiT(1 _ ,—oa
E(l{Ta<_|_Oo}e 2 )—e .

En faisant tendre o vers O on obtient que P(T, < +o00) = 1 (ce qui signifie que le mouvement
brownien atteint la valeur a presque sirement) puis :

0‘2
E <e_TT“) — e 99,

On traite le cas a < 0 en remarquant que :
To=inf{s > 0,—X; = —a},

avec (—X¢) 0 qui est un Fi-mouvement brownien (car ¢’est un processus continu a accroisse-
ments indépendants et stationnaires de moyenne nulle et de variance t). | |

Le théoreme d’arrét permet aussi d’obtenir des estimations pour le maximum d’une martingale.
Si M est une martingale, on peut borner le moment d’ordre 2 de sup,. ..y [M./. Cette inégalité
est connue sous le nom d’inégalité de Doob.

Théoreme 3.7 (Inégalité de Doob) Si (M4)o<t<T €St une martingale continue, on a :

E ( sup !Mtlz> < 4E(IM+%).

0<t<T

La démonstration de ce résultat est donnée dans I’exercice 13.

4 Intégrale stochastique et calcul d’ It

Dans le cas des modeéles a temps discret, la valeur actualisée d’un portefeuille de valeur
initiale V, et gére selon la stratégie autofinancée ¢ = (Hy) ., S’€Crit :

n
Vo+ ) Hi(85—55).
j=1
Cette valeur apparait comme une transformée de martingale sous une probabilité pour laquelle
le prix de I’actif actualisé (S, )o<n<n €St une martingale. Dans le cas des modéles a temps
continu, nous allons généraliser cette formule a I’aide d’intégrales du type j; H,dS..
Cependant les modeéles utilisés couramment pour décrire I’actif sont obtenus a partir du
mouvement brownien. Or, une des propriétés importantes du mouvement brownien est que
presque srement ses trajectoires sont nulle part différentiables. Autrement dit, si X est un
mouvement brownien, il n’existe pas de points t de R tels que % ait un sens. On ne peut
donc pas définir I’intégrale précédente par :

t t
J f(s)dX, :J f(s)dXSds.
0 0 ds

On peut donner, cependant, un sens précis a ce type d’ intégrales par rapport au mouvement
brownien. C’est ce que nous allons faire dans ce paragraphe. On appelle ces intégrales des
“intégrales stochastiques”.
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4.1 Construction de I’intégrale stochastique

Soit (Wy)i>o un Fi-mouvement brownien standard sur un espace probabilisé filtre
(Q, A, (Ft)t>0, P). Nous allons donner un sens a jg f(s, w)dW; pour une classe de processus
f(s, w) adaptés a la filtration (F;) 0. On va commencer par construire I’intégrale stochastique
sur un ensemble de processus dits élémentaires. Dans toute la suite, on fixe T un réel strictement
positif et fini.

Définition 4.1 On appelle processus élémentaire (Hy)o<t<T Un processus de la forme :

P
He(w) = Z Pi(w)ly (L)
i=1

ou0=to<t;<...<t,=TetP;estF ,-mesurable et bornée.
L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire H est alors, par définition, le processus
continu (I(H))o<t<T défini par, si t €]ty, tx] :
IH) = ) dulWy — Wi )+ Grean (W — W, ).
1<i<k
Notons que I(H), peut s’écrire :
I(H)t - Z d)i(Wti/\t - Wti,1/\t))

1<i<p

ce qui prouve la continuité de la fonction t — I(H). On notera j(t) H,dW, pour I(H):. On a
alors le résultat essentiel suivant :

Proposition 4.2 Si (H)o<t<T €st un processus élémentaire :
- (jg HSdWS) est une F-martingale continue,
0<t<T

(o)) -<( )
- E (222 ) < 4E <JO Hﬁds).

Démonstration : Pour démontrer cette proposition nous allons utiliser des processus a temps discret. En effet,
pour établir que (j(t) HSdWS) est une martingale, il suffit de prouver que, pour toutt > s :

t
J HsdW,
0

t S
. (J HuquI}'S) :J Ha dW,,
0 0

Si I’on ajoute s et t & la subdivisionto =0 < t; < ... <t, =T, etsi on pose M, = jo“ HsdW; et G, = F¢,,
pour 0 < n < p, il suffit de vérifier que M, est une G,,-martingale. Pour démontrer ceci, remarquons que :

tﬂ. n
Mo = | " HaWe = 3 oW - We )
0 i=1
avec ¢; qui est Gi_q-mesurable. D*autre part X, = W, est une G,,-martingale (en effet, (W), , est un mouve-
ment brownien). (Mn)ne[o‘p] apparait donc comme une transformée de la martingale (Xn)ne[o‘;]- La proposition

2.3 du chapitre 1 prouve alors que c’est une martingale. Le deuxieme point s’obtient, en remarquant que :

(o))

n n

D E(dbid (X —Xi1)(X; = X51))

i=1j=1

E(MZ)
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De plus,sii<j,ona:

E(did; (Xi —Xiz1) (X5 —X5-1)) =
= E(E(did;(Xi —Xi—1)(X5 = X521)1G5-1))
= E(did;(Xi —Xi—1)E (X5 —X5-11G5-1)) .

Comme X;j est une martingale, on a E(X; — Xj_1|G;—1) = 0. On en déduit que, sii < j :
E(did; (Xi — Xi—1)(Xj — Xj—1)) =0.
Sij > i on obtient le méme résultat. Enfinsii=j,ona:
E(Gf(Xi —Xim1)?) = E(E(df(Xi—Xim1)?[Gi1))
= E($7E ((Xi — Xi-1)*|Gi1)),

et finalement :
E((Xi —Xi—1)?|Gio1) =E (W,

En regroupant ces résultats on obtient :

mn 2 n
E ((;cbi(xi—xﬂ)) ) —E <;¢%(ti—tn)> :

La continuité de t — j(t) HsdW; est claire sur sa définition. Le troisiéme point est une conséquence de I’inégalité
de Doob (3.7) appliquée a la martingale continue (j(t) Hdes) . |
>0

- W, , )2) =t —ti1.

i

Remarque 4.3 On pose par définition :

T T t
J H,dW; = J H,dW; —J H.dW;
t 0 0

Sit<T,etsiA e Falorss — 1/1\1{Jc < S}Hs reste un processus élémentaire et il est facile
de Vérifier, sur la définition de I’intégrale, que :

T T
L LaHly o dWs =14 L HdW,. (3.1)

On vient de définir et donner des propriétés de I’intégrale stochastique pour les processus élé-
mentaires, nous allons maintenant étendre cette intégrale a une classe de processus adapteés :

.
H = {(Ht)ogtg, processus adapté a (Fi)i>o0, E (J Hﬁds) < —1—00} .
0

Proposition 4.4 Soit (W,)>o un Fi-brownien. Alors il existe une unique application linéaire ]
de H dans I’espace des F;-martingales continues définies sur [0, T], telle que :

1. Si (H¢)e<7 est un processus élémentaire, P p.s. pourtoutO <t < T J(H)¢ = I(H).

2. Sit<T,E (}(H)f) —E (Jt Hgds>.
0

Cette application linéaire est unique au sens suivant, si J et J’ sont deux prolongements linéaires
vérifiant les propriétés précédentes alors :

Pps. VO<t<T J(H)=](H)

t

On note, siH € H, J H,dW, = J(H):.
0
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De plus cette intégrale stochastique vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 4.5 Si (H)o<t<T un processus de H alors :

1. Ona:
t 2 T
E | sup J H.dW,| | <4E (J Hgds> (3.2)
t<T |Jo 0
2. SiTestun Fi-temps d’arrét :
T T
Pp.s. J H,dW, :J 1{5 < T}HSdWS (3.3)
0 0 -

Démonstration : Nous admettrons que si (Hs)s<T est dans H, il existe une suite (H})s<T de processus

s
élémentaires tels que :
.
lim E O He — HI? ds> =0.
n—+oo 0

On trouvera une démonstration de ce résultat dans [KS88] (page 134 probléme 2.5).
SiH e H et (H™")n>0 est une suite de processus élémentaires convergeant vers H, au sens précédent, on a :

t<T 0

N
E <sup II(H™P), — I(H“ml) < 4E (J [HZ+P — HT [ ds) . (3.4)
Il existe donc une sous suite H® (™) telle que :

E [ sup [[(HO™+ ), — (e 2 ) < 1
t<T 2n

La série de fonctions de terme général I(H®(+1)) —T(H® (")) est donc, presque slirement, uniformément conver-
gente, d’otl I(H®(™)), converge vers une fonction continue qui sera par définition t — J(H).. En passant a la
limite dans (3.4), on obtient :

.
E <sup J(H)¢ — I(H“)t2> <4E O [Hy — HI? ds) . (3.5)

t<T 0

Ceci entraine que (J(H)¢)o<t<T ne dépend pas de la suite approximante. (J(H)¢)o<t<T €st une martingale, en
effet :
E (I(H™)¢[Fs) = I(H™)s.
De plus pour tout t lim,,_, ;o I(H™)¢ = J(H), en norme L?(Q, P) et la continuité dans L*(Q, P) de I’espérance
conditionnelle permet de conclure.
De (3.5) et de E(I(H")2) = E (;g HD? ds) on déduit que E(J(H)2) = E (;g IH 2 ds). De méme de (3.5)

et de E(sup, 1 [(H™)?) < 4E (;g IHD ds), on déduit (3.2).

L’unicité du prolongement résulte de la densité des processus élémentaires dans H.

Nous allons maintenant démontrer (3.3). On remarque d’abord que (3.1) reste valable si H € H. Il suffit pour
cela d’utiliser la densité des processus élémentaires dans 7 et (3.5).

On va ensuite démontrer le résultat pour des temps d’arrét de la forme T = 3 ;. tila,, 000 < t; <
- <t =T, les A; étant disjoints et F, mesurables. On a dans ce cas :

T T
J Ls > mHsdWs = J Z Iadys > gy | HedWs,

0 0 \1<i<n
mais chaque 1{5 > ti}lAiHs est adapté (Ce processus est nul si s < t; et vaut 15, Hs sinon) et donc dans H. On
en déduit que :
-
T
Jolig = pHsdWs = 3 L I dgg 5 ¢ HsdWs

1<i<n

T T
= > 1AiJ Hdes:J HsdWs,

1<i<n ti T
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. T
puis que [ g < mHsdWs = Jo HedW.

Pour généraliser ce résultat, remarquons qu’un temps d’arrét quelconque T peut étre approximé par une suite
décroissante de temps d’arrét du type précédent en posant :

(k+1)T
= ) o L(kT (k+1)TY
o<i<2n 2—n§T<T

T Converge presque sirement vers t en décroissant. On en déduit que presque sirement jg" HsdW; tend vers
jg HsdW, par continuité de t — j(t) HdW,. D’autre part :

T
_ 2
=E (JO 1{"[ <s< Tn}Hst)

Ce dernier terme tend vers O par convergence dominée, donc jg 1{8 < TH}HS dW; tend dans L2(Q, P) (et presque

T
E

s
1 HdW, —J
Jy Ho < poawe = |

1{5 < Tn}HSdWS

slirement pour une sous suite) vers jOT 1{3 < T}Hdes. Ceci permet d’obtenir I’égalité (3.3) pour tout temps
d’arrét. B [

Nous aurons besoin d’un résultat permettant de relaxer I’hypothése d’intégrabilité portant sur
(H,). Posons :

-
H= {(Hs)ogng est un processus adapte a (Fi)>o, J HZds < +oo Pps. } .
0

La proposition suivante permet de prolonger I’intégrale stochastique de 7 & .

Proposition 4.6 11 existe une unique application linéaire J de I’espace 7 dans I’espace vecto-
riel des processus continus définis sur [0, T], telle que :

1. Propriété de prolongement. Si (H)o<t<T €St un processus élémentaire alors :

Pps. , VO<t<T, J(H)=I(H)

2. Propriéte de continuité : Si (H™),,>0 est une suite de processus de H telle que jg H;des
tend vers O en probabilité alors sup,[J(H™)| tend vers 0 en probabilite.

On note toujours |3 HydW; pour J(H)+.

Remarque 4.7 1l est important de noter que dans ce cas (jg HSdWS)
sairement) une martingale.

n’est pas (néces-
0<t<T

Démonstration : 1l est facile de déduire de la propriété de prolongement et de la propriété de continuité que,

siHe Halors Pps. , Vt<T J(H){=]J(H).

Soit H € H, posons T,, = inf{0<s<T [jHZdu>n} (+co si cet ensemble est vide), et H! =
Hsl{s <T.)

Montrons, tout d’abord, que T,, est un temps d’arrét. Comme {T,, < t} = {j; H2 du > n}, il nous suffit
de prouver que j(t) H2 du est une variable aléatoire F-mesurable. Mais ce résultat est vrai si H est un processus
élémentaire, et donc par densité si H € H. Enfinsi H €, jg H2 du qui est la limite presque sdre, lorsque K tend

Vers +oo, de j(t) H2 A Kdu est aussi Fi-mesurable. 1l est alors facile de voir que les processus H* sont adaptés et
bornés donc dans H. De plus :

t t
JO HP AW, = JO g < T HET AW
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L’égalité (3.3) prouve alors que :

t tATH
J HM AW, :J HM T dw.
0 0
Donc sur I’ensemble {jg H2du < n}, pour tout t < T, J(H™); = J(H™*");. Comme Unzo{fg HZdu < n} =
{jg H2 du < +oo}, on peut définir presque strement un processusﬂH)t en posant sur {jg HZdu<n}:

VE<T J(H)e =J(H")e.

Le processus t — J(H) est presque stirement continu, par définition. La propriété de prolongement est verifiee
par construction. Il reste donc a prouver la propriété de continuité de J. Pour cela remarquons que :

P(supycr [TTH) [ =€) < P(JoH2ds > )

Hidu < —
, LLu<N

+P 1{JT | }supt<T |T(H)t\ > e
Si I'on note Ty = inf{s < T, [{HAdu > &} (+oo si cet ensemble est vide), alors sur {jg HZ du < %}
I’égalité (3.3) prouve que, pourtoutt < T :

t

Jt HedW, = J(H) = J(H")y = J: Hll{s < TN}dWS :J'

i el < gy ydWe.

D’ou, en utilisant (3.2) pour le processus s — Hsl{S <)

.
P (SUIO T(H)| > e) P (J H2ds > l)
t<T 0 N

4 T1y2
+4E (J‘O M2 TN}ds)
P JTHst>] T
o ° TN Ne?

On en déduit que si jg H;‘Z ds tend vers 0 en probabilité, alors sup, ¢ IﬂH“)t\ tend vers 0 en probabilité.

Pour prouver la linéarité de J, considérons deux processus de 7, H et K et les deux suites HI* et KI* définies
comme au début de la démonstration, telle que jg(H;‘ — H,)?%ds et jg(K;‘ — K)?ds tendent en probabilité vers
0. On peut alors passer a la limite dans I’égalité J(AH™ + uK™)y = AJ(H™)¢ + wJ(K™)y, grace a la propriété de
continuité de J. On obtient ainsi la linéarité de J.

Enfin, le fait que si H < 7{ alors jg(Ht — HI*)2dt tend vers 0 en probabilité et la propriété de continuité
prouvent I’unicité du prolongement. |

IN

IN

Nous allons résumer les conditions d’existence de I’intégrale stochastique par rapport a un
mouvement brownien, et les hypothéses qui permettent d’affirmer qu’il s’agit d’une martingale.
Résumé :

Soit (W) >0 un Fi-mouvement brownien et (H)o<t<1 Un processus Fi-adapte. On peut définir
I’intégrale stochastique (J‘é HdW5)o<i<T des que jg H2ds < +co Pp.s. . Le processus
(j(t) HsdW;)o<t<T €St une martingale si E (jg Hﬁds) < +o0. Cette condition n’est cependant

pas nécessaire. Remarquons, toutefois, que la condition E (Ig Hﬁds) < +oo est équivalente a :

t 2
E | sup <J HSdWS> < 400,
t€(0,T] \JO
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et que , dans ce cas on a I’égalité :

il HSdWS>2] “ (], ). 36

Ces propriétés sont démontrées dans I’exercice 15.

E

4.2 Calcul d’Itd

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochastiques. On
appelle ce calcul “calcul d’1t6” et I’outil essentiel en est la “formule d’1t6”.

La formule d’1td donne, en particulier, la facon de différencier t — f(W,) si f est une
fonction deux fois continiment différentiable. L’exemple suivant prouve que le prolongement
naif du calcul différentiel usuel est voué a I’échec. Supposons que I’on veuille “différencier”
t — W2 et I’exprimer en fonction de “dW,”. Pour une fonction f(t) différentiable nulle en
0,onaf(t)? = 2]"3 f(s)f(s)ds = 2]"3 f(s)df(s). Dans les cas du mouvement brownien et de
I’intégrale stochastique on ne peut avoir une formule du méme type : W2 = ng W.dW;. En
effet, d’apres ce qui précede, j(t) W,dW; est une martingale (car E (j(t) Wszds) < +400), nulle
en zéro. Si elle était égale a W7 elle serait positive, et une martingale nulle en 0 ne peut étre
positive que si elle est nulle.

Commencons par preciser la définition de la classe de processus pour laquelle on peut énon-
cer la formule d’It6.

Définition 4.8 Soient (Q,F, (Fi)w0,P) un espace probabilise muni d’une filtration et
(Wi)t=0 un Fi—mouvement brownien. On appelle processus d’Itd, un processus (Xi)o<i<T @
valeurs dans R tel que :

t t

Keds + J HsdWs,

Pps Vt<T Xt:XO+J
0

0

avec :
— Xo Fo-mesurable.
— (Ky)o<t<T €t (Hi)o<t<T des processus adaptés a F.
— J3 Kdlds < +oo Pp.s.
- jngsts < +oo Pps.

On peut démontrer (voir exercice 16) le résultat suivant, qui précise I’unicité de la décomposi-
tion précédente.

Proposition 4.9 Soit (M)o<t<T €st une martingale continue telle que :
t T

M :J Kcds, avec Pp.s. ,J IK¢lds < 400,
0 0

alors :
Pps Vt<T M;=0.

Ceci entraine que :
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— La décomposition d’un processus d’Itd est unique. Ce qui signifie que si :

t t t t
X = Xo + J K,ds +J HodW, = X} + J K!ds + J H/dW,
0 0 0 0

alors :

Xo=X, dPps. Hy=H/ dsxdPpp. K,=K/

S

ds x dP p.p.

— Si (X¢)o<t<T €St une martingale de la forme X, + jg Keds + j(t) H,dW,, alors K; = 0
dt x dP p.p..

La formule d’1t6 prend la forme suivante (nous I’admettons sans démonstration et nous ren-
voyons a [Bou88] pour une démonstration élémentaire dans le cas du brownien ou a [KS88]
pour une démonstration compleéte) :

Théoreme 4.10 Soit (X¢)o<t<T UN processus d’Ito :

t t

K.ds +J H dW,,

Xt:XO—i—J
0

0
et f une fonction deux fois continment différentiable, on a :

t t

f'(Xs)dXs + %J 7 (Xs)d < X, X >

£(X0) = f(Xo) +J O

0
ou, par définition :

t
<X, X >= J H2ds,
0

et:
t

t t
J f'(Xs)dXs = J '(Xs)Kgds +J /' (Xs)HsdW.
0 0 0

De méme si (t,x) — f(t, x) est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différen-
tiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x) (on dit dans ce cas que f est de classe C'?),
ona:

t

fl,X) = f(o,xo)+J £1(s,X,)ds
0

t ] t
—|—J (s, Xs)dXs + EJ 7 (s, Xs)d < X, X >¢.
0 0

4.3 Exemples d’utilisation de la formule d’1t6

Commencons par traiter un exemple élémentaire. Si f(x) = x? et X, = W;, ona K, = 0 et
H, =1, donc:

t ] t
W? = 2J W,dW; + —J 2ds.
0 2 0

On obtient ;

t
W2t = 2J W, dW,.
0

Comme E (j; Wfds) < o0, On retrouve le fait que W2 — t est une martingale.
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Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions (S¢) o de :

t

Si =%o —i—J Se (nds + odWy) . (3.7)
0

On écrit souvent ce type d’équation sous la forme :
dSt = St (}ldt + det) s S() = Xp. (38)

Cela signifie que I’on cherche un processus adapté (Si)i>o tel que les intégrales jgssds et
j(t) SsdW; aient un sens, et qui vérifie, pour chaque t :

t t

uS.ds + J 0SdW;.

Pp.s. St:xo+J
0

0
Faisons tout d’abord un calcul formel, posons Y; = log(S;) ou S; est une solution de I’équation
précédente. S; est un processus d’Itd avec K; = uSg et Hy = 0S,. Appliquons la formule
d’Itd a f(x) = log(x) (au moins formellement car f(x) n’est pas de classe CZ!). On obtient en
supposant que S est positif :

tasg 1t 1 L,
log(S¢) = Iog(SoH-JO S. +§L—S—§G Stds,

soit, en utilisant (3.8) :

t t

(u — 62/2) dt + J odW,.

Yt:YO+J
0

0

On en déduit que :
Y, = log(S) = log(So) + (1 — 02/2) t + oW,

Il semble donc que :
St =xpexp ((u — 02/2) t+ O'Wt)

soit une solution de I’équation (3.7). Vérifions rigoureusement cela. Sy = f(t, W;) ou :

f(t,x) = xp€eXp ((u — 02/2) t+ O'X) .
La formule d’1t6 donne :

St = f(t»Wt)
t
— f(O’Wo) +J f;(S,WS)dS
0

t ] t
+J fr(s, Ws)dW; + EJ 7 (s, We)d < W, W > .
0 0

Mais, comme < W, W > =t

t

t 1 t
Si =%+ J Ss (u — 02/2) ds + J S;odW; + EJ S o?ds,
0 0

0

et finalement :

t t

S.uds + J SsodWs.

St:XO+J
0

0
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Remarque 4.11 On aurait pu obtenir (exercice) le résultat précédent en appliquant la formule
d’1td a Sy = P(Zy), avec Zy = (n — 02/2)t + oW, (qui est un processus d’Itd) et ¢p(x) =
X0 EXP(X).

On vient donc de démontrer I’existence d’une solution de (3.7). Nous allons maintenant prou-

ver que cette solution est unique. Pour cela, nous allons utiliser une propriété généralisant la
“formule d’intégration par parties” dans le cas des processus d’Ito.

Proposition 4.12 (Formule d’intégration par parties.) Soient X, et Y, deux processus d’It6,
X¢ = Xo+ [; Ksds + [y HedWs et Yy = Yo + [ Klds + [, H.dW,. Alors :

t t
Xth - XOYO + J XSdYS + J YSdXS+ < X, Y >t
0 0

avec la convention que :
t

<X,Y > = J H,H!ds.
0

Démonstration : On a, d’apres la formule d’It6 :

(Xe+ Y2 = (Xo+ Yo)?

+2 [§(Xs + Yo)d(Xs + )
+ [o(Hs + H.)ds
X2 = X3 +2 [y XdX; + [yH2ds
Y2 = Y3+2[,YsdYs+ [, H'Zds.

D’ou, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :

t t

Xth - XOYO + J

XsdYs —i—J
0

t
Y.dX, +J H H/ds.
0 0

Montrons, maintenant, I’unicité d’une solution de I’équation (3.7). Notons que :
St =xpexp ((u — 02/2) t+ O'Wt)

est une solution de (3.7) et supposons que (X)>o €n soit une autre. On va chercher a exprimer
la “différentielle stochastique” de XS, . Posons :

St
W =—pu+o’eto’ = —o. Alors Z, = exp ((H' — 0’2/2) t+ OJWt) et le calcul fait préce-
demment prouve que :

t t

Z(pw'ds+o'dW,) =1+ J Z ((—n+ %) ds — odW,) .

Zt:1+J
0

0

On peut alors exprimer la “différentielle” de X Z. gréce a la formule d’intégration par parties
pour les processus d’It6 :

d(XtZt) - XtdZt + thXt + d < X, Z >t .
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Ici,ona:
. . t
<X, Z >=< J X,odWs, —J Z,0dW, >= —J 02X Z4ds.
0 0 0
On en déduit que :

d(XeZy) = XeZy ((—p+ 0?) dt — 0dWy) + XeZy (ndt + 0dW,) — X, Zeo?dt =0
XZ, est donc égal a XoZ,, ce qui entraine que :
YVt >0, Pps. Xi=x0Z; =S
Les processus X; et Z; étant continus, ceci prouve que :
Pps. Vt >0, Xy =x0Z;' =S
On vient ainsi de démontrer la proposition suivante :

Théoreme 4.13 o, p étant deux nombres réels, (Wy)¢>o étant un mouvement brownien et T
un réel strictement positif, 1l existe un processus de 1t0 unique (S)o<t<T qui Vérifie, pour tout

t<T:
t

St =%o —i—J Se (nds + odWy) .
0

Ce processus est donné par :
St =xpexp ((u — 02/2) t+ O'Wt) )

Remarque 4.14 — Le processus S que I’on vient d’expliciter servira de modele standard
pour le prix d’un actif financier. On I’appelle modele de Black et Scholes.
— Lorsque u = 0, S est une martingale (voir proposition 3.3), ce type de processus porte le
nom de martingale exponentielle.

Remarque 4.15 Soit © un ouvert de R et (X¢)o<t<T Un processus d’Ité qui vérifie, pour tout
t < T, X, € ©. Si, de plus, f est une fonction deux fois continiment différentiable de I’ouvert
© dans R, on peut justifier rigoureusement I’extension de la formule d’1t6 dans ce cas :

t t
f(Xe) = f(Xo) +J f/(Xs)dXs + %J (X, H2ds.
0 0

Ce résultat permet en particulier de justifier I’application de la formule d’1td, pour un processus
strictement positif et pour la fonction log.

4.4 Formule d’1t6 multidimensionnelle

La formule d’1t6 se généralise aux cas ou la fonction f dépend de plusieurs processus d’It6 et
lorsque ces processus d’1t6 s’expriment en fonction de plusieurs mouvements browniens. Cette
généralisation se révele utile, par exemple, pour les modeles de taux d’intérét sophistiqués.

Définition 4.16 On appelle F;-mouvement brownien p-dimensionnel un processus a valeurs
dans RP, (Wy)>o adapté a F, avec W, = (W], ...,W}), ol les (W}) >0 sont des Fi-
mouvements browniens standards indépendants.

On généralise dans ce cadre la notion de processus d’Ito.
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Définition 4.17 On dit que (X{)o<t<T €St un processus d’It0 si :
t
X, = XO+J K ds+ZJ Hiaw?
i=1 70
ou :
— Ky etles (Hi) sont adaptés a (Fy).
— J4 Kdlds < +oo Pps. .
N\ 2
= [ (H}) ds < +oo Pps. .
La formule d’1t6 prend alors la forme suivante :
Proposition 4.18 Soient (X}, ..., X™) n processus d’It0 :
t
X=X} +J Kids + ZJ HY awW!
j=1 0

alors si f est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t, ces dérivées
étant continues en (t, x) :

of
ft,X!,..., X)) = f(o,xg,...,xgHJ —(s, X!, ..., XM)ds

o 0s
L
1
24

XM dxt

t aZf . .
J (s, X! ..., XMd < X}, X >,
0X{X;
ou :
- dXi=Kids+ Y " HYaw],
—d<X,X >=3Y"  H\™H}™ds.

Remarque 4.19 Si (X)o<t<T €t (Ys)o<t<T SONt deux processus d’1td, on peut definir formelle-
ment le “crochet” de X et Y (que I’on a noté < X, Y >;) par les régles suivantes :

— < X, Y > est bilinéaire et symétrique.

-< jb Ksds, X, >¢= 0 i (X¢)o<t<T €St Un processus d’Ito.

— < [ HedWL, [iHIAW] > =05sii #]

— < [yH W], [iHIAW > = [ HH.ds
Cette définition permet de retrouver la formule du crochet donnée dans la proposition précé-
dente.

5 Equations différentielles stochastiques

Nous avons étudié en détail, au paragraphe 4.2 les solutions de I’équation :

t

Xi = x+J Xs(nds + odWy).
0

On peut considérer des équations d’une forme plus générales :

t t

b(s, Xs)ds + J o(s, Xs)dWs. (3.9)

Xt:Z+J
0

0
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On appelle ces équations des “équations différentielles stochastiques”. Une solution de (3.9)
porte le nom de “diffusion”. Ces équations permettent de construire la plupart des modeéles
d’actifs utiles en finances, aussi bien lorsque I’on cherche a modéliser des actifs que des taux
d’intérét. Nous allons étudier quelques propriétés des solutions de ces équations.

5.1 Théoréme d’Itd

Précisons, tout d’abord, ce que I’on entend par une solution de (3.9).

Définition 5.1 On se place sur un espace de probabilité (Q, .4, P) muni d’un filtration (F)>o.
Onsedonng,b: R" xR — R, 0: R" x R — R, Z une variable aléatoire Fy-mesurable et
(Wi)i=0 un Fr-mouvement brownien. Trouver une solution a I’équation (3.9) signifie trouver
un processus stochastique (X¢)>o continu F-adapté, qui vérifie :

— Pour tout t > 0, les intégrales [, b(s, X;)ds et [ o(s, Xs)dW; ont un sens :

t t
J Ib(s, Xs)lds < 400 et J lo(s, Xs)[*ds < +c0 Pps. .
0 0

— (X¢)e>0 Vérifie (3.9) c’est-a-dire :

t t

b (s, X,)ds + J o (s, Xs) dWs.

vt>0 Pp.s. Xt:Z+J
0

0

Remarque 5.2 On note formellement (3.9) sous la forme :

dXt — b (t, Xt) dt ‘|— o (t, Xt) th
Xo =<2

Le théoreme suivant donne des conditions suffisantes sur b et ¢ pour avoir un resultat d’exis-
tence et d’unicité pour (3.9).

Théoreme 5.3 Si b et o sont des fonctions continues, telles qu’il existe K < 400, avec :
1. Ib(t,x) = b(t,y)[+ lo(t,x) — a(t,y)| < Kjx —y|
2. [b(t,x)[ + lo(t,x)| < K(T + |x[)
3. E(Z%) < +o0

alors, pour tout T > 0, (3.9) admet une solution unique dans I’intervalle [0, T]. De plus cette
solution (X)o<s<T Vérifie :

E ( sup |XS|2> < +o0
0<s<T

L’unicite signifie que si (X¢)o<t<T €t (Yi)o<t<T SONt deux solutions de (3.9), alors :

Démonstration : Posons :

&= {(Xs)ogsg, processus continu et F-adapté, tel que E (sup |st) < +oo}

s<T
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& muni de la norme ||X]|| = \/E (SUPg<s<T IXs|?) est un espace vectoriel normé complet. Pour démontrer I’exis-

tence nous allons utiliser un argument d’existence d’un point fixe pour une application contractante. Soit @ I’ap-
plication qui & un processus (Xs)o<s<T associe un processus (®(X)s)o<s<T défini par :

t t

b(s, Xs)ds +J' o(s, Xs)dWs.

(D(X)t:ZwLJ' ,

0

Si X est dans £, ®(X) est bien définie, de plus si X et Y sont deux éléments de £ en utilisant le fait que, (a + by <
2(a? + b?) on obtient :
2
|D(X)¢ — q)(Y)t‘z < 2 (Supo<t<T U;(b(s,xs) - b(S,Ys))dS‘

+sUPo< | [ (015, Xs) — ofs, Ye) AW,

)
. 2
2E <5Upo<t<T (fo b(s, Xs) — b(S,Ys)\dS) >

+8E ([ (o(s,X,) — ols, Y,))?ds
2(K2T2 4+ 4K*T)E (supy< < Xt — Yil?)

donc en utilisant I’inégalité (3.2) :

E (Sups<t 1D(X)e — @(Y)¢/?)

IN

IN

Dol |O(X) — ©(Y)|| < +/2(K2T2 +4K2T)||X — Y||. De plus, on a (on note O pour le processus identiquement

nul) : )

2

+ sup
0<t<T

th(s,O)ds

t
J o(s,0)dW;
0

1D(0))?> <3 <z2 + sup
0

0<t<T

en remarquant que (a + b 4 ¢)? < 3(a? + b? + ¢2). Etdonc :

E < sup |<D(O)t|2> < 3(E(Z%) + K*T? + 4K?T) < +o0.

0<t<T

On en déduit que @ est une application de £ dans £ de norme de Lipschitz majorée par k(T) = /2(K2TZ + 4K2T).

Nous commen_cons par supposer que T est suffisamment petit pour que k(T) < 1. @ est alors une application
contractante de £ dans £. Elle admet donc un point fixe unique dans £. De plus, si X est un point fixe de @, c’est
une solution de (3.9). Ceci prouve I’existence. D’autre part, une solution de (3.9) qui est dans £ est un point fixe
de @. Ceci prouve I’unicité d’une solution de (3.9) dans £. Pour démontrer I’unicité dans la classe de tous les

processus de It6, il suffit de prouver qu’une solution de (3.9) est forcément dans £. Soit X une solution de (3.9),
nous noterons T,, = inf{s > 0, [Xs| > n}et f™(t) = E (SUpy< s a1, |Xs|?). Il est facile de vérifier que f(t) est

une fonction finie et continue. En faisant le méme genre d’estimation que précédemment on obtient :

2
E (SUpocucinr, Xul?) < 3 (E(Zz)+E<f;AT“K(1 —HXS\)ds) +4E (j;”“ K2(1 —|—|Xs)2ds)>
< 3 (E(Zz) +2(K2T +4K2) [4 (14 E (supgycont, Xul?)) ds) .

Cela donne I’estimation suivante : .

(1) < a+bJ' f*(s)ds.
0

Nous allons maintenant utiliser une version du lemme de Gronwall.

Lemme 5.4 (Lemme de Gronwall) S f est une fonction continue, telle que pour tout 0 < t < T, f(t) < a +
bf(t) f(s)ds, alorsf(T) < a(1 +e®T).

Démonstration : Posons u(t) = e °t [ f(s)ds. Onau/(t) = e Pt (f(s) — b [, f(s)ds) < ae ", Par intégra-
tion, on obtient w(T) < a/bet f(T) < a(1+ ebT). ]

On en déduit ici que f™(T) < K < +oo, K étant une constante fonction de T mais indépendante de n. Le lemme
de Fatou donne alors , en passant a la limite en n, que pour tout T :

E ( sup X5|2> <K < +o0.
0<s<T
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X est donc dans £. Ceci termine la démonstration dans le cas ou T est petit.
Pour conclure pour T quelconque, il suffit de prendre n assez grand et de raisonner successivement sur les
intervalles [0, T/n], [T/n, 2T/n],- - -, [(n — 1)T/n, T]. |

5.2 Le processus d’Ornstein-Ulhenbeck

Le processus d’Ornstein-Ulhenbeck est la solution unique de I’équation suivante :

dXt = —CXtdt + O—th
Xo = X

On peut expliciter cette solution. En effet, posons Y, = X;e** et écrivons la formule d’intégra-
tion par parties :
dYt = dXteCt + Xtd(eCt) +d< X, e >t

Mais < X, e® >= 0 car d(e®") = ce‘'dt. On en déduit que dY, = oe*dW, puis que :

t
Xi =xe Tt 4 Ge_CtJ e dW,.
0

On peut calculer la moyenne et la variance de X :

t
E(X¢) =xe t + oe “'E <J e“dWs> = xe "
0

(eneffet E (j;(ecs)zds) < +o0, et donc jg e“*dW; est une martingale nulle a I’instant 0 donc
de moyenne nulle). De méme :

Var(X;) = E((Xt_E(Xt))z)

t 2
= o’E (ezct (J eCSdWS> )
0
t
_ O_Ze—2ctE <J echdS>
0

—2ct

- 2c

On peut démontrer que X, est une variable aléatoire gaussienne, en effet X, s’écrit j(t) f(s)dW,

ou f(.) est une fonction déterministe du temps et J"(t) f2(s)ds < +oo (voir exercice 12). Plus
précisément, le processus (Xi)>o st un processus gaussien. Cela signifie que si Ay, -, A,
sontdesréelsetsi0 < t; < --- < ty, lavariable aléatoire A1 Xy, + - - - + A, Xy, estune variable
aléatoire gaussienne. Pour se convaincre de ceci, il suffit de remarquer que :

t

+oo
Xy, =xe 4 +J 1{3 < t,}e“dWs =my +J fi(s)dWs.
0 -t 0

Alors M Xy, + -+ A Xy, = > 1L Amy + jg (>, Aifi(s)) AW est bien une variable aléa-
toire gaussienne (car c’est, comme précédemment, une intégrale stochastique d’une fonction
déterministe du temps).
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5.3 Equations différentielles stochastiques a valeurs vectorielles

On peut généraliser I’étude des équations différentielles stochastiques aux cas ou le proces-
sus évolue dans R™. Cette généralisation est utile, dans les applications a la finance, lorsque I’on
cherche a construire des modeles pour des paniers d’actions ou de devises. On se donne :

- W= (W' ..., WP)un F,-mouvement brownien p—dimensionnel.

- b:R* xR™— R™ b(s,x) = (b'(s,x), -+, b™(s,x)).

- 0:R" x R™ — R™P (I’ensemble des matrices n x p),

ity

- Z=(Z",...,Z") une variable aléatoire Fo-mesurable & valeur dans R™.
et I’on considére I’équation differentielle stochastique :

t t

b (s, Xs) ds+J o (s, Xs) dWs, (3.10)

Xt:Z+J
0

0

ou il faut comprendre que I’on cherche un processus (Xi)o<t<T @ valeurs dans R™ adapte a
(Fi)eso ettel que P p.s. , pour tout t et pour tout i < n, on a presque strement :

t

P ot
bi(s,X,)ds+ ) J o1;(s, Xs)dW).

X';:Z%LJ
0

0 =

Le théoréme d’existence et d’unicité se géenéralise de la facon suivante :

Théoréme 5.5 Si x € R™, |x| est la norme euclidienne de x et si ¢ € R™P, |g]? =
> 1<icn, 1<j<p O1- ON SUppose que :

1. o(t,x) = b(t,y)[ + |o(t,x) — o(t,y)| < Kx —y

2. [b(t,x)[+ lo(t,x)| < K(T + [x[)

3. E(|Z]*) < +o0
alors il existe une solution unique a I’équation (3.10). De plus cette solution vérifie, pour tout
T:

E ( sup |XS|2> < +o0

0<s<T

La démonstration est identique a celle du cas a valeurs dans R.

5.4 Propriété de Markov des solutions d’équations différentielles stochas-
tiques

La propriété de Markov pour un processus (X) o Signifie que le comportement futur de ce
processus apres t dépend uniguement de X; et non de ce qui s’est passé avant t. Ce point est
essentiel dans les calculs de prix d’options. Il permet de prouver que le prix d’une option sur un
actif markovien ne dépend que du prix de I’actif a I’instant t.

Mathématiquement, on dira qu’un processus (Xi)¢>o Verifie la proprieté de Markov par
rapport a une filtration (F¢)«o pour laquelle il est adapte, si pour toute fonction f borélienne
bornée et pour tous s et t, telsque s < t :

E (f (X [Fs) = E(f (Xe) Xs).
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Nous allons énoncer dans ce paragraphe la propriété de Markov pour une solution de (3.9). On
notera (X4* s > t) la solution de I’équation (3.9) partant de x a I’instant t et X* = X%* la
solution de I’équation partant de x a I’instant 0. X** vérifie pour s > t :

S S

b (u,X5¥) du + J o (u, X{*) dW,,.

t

X =x+ J
t
A priori, X"* est défini pour tout (t,x) presque slrement. On peut cependant, sous les hypo-
théses du théoréme 5.3, construire un processus dépendant de (t, x, s) quiest P p.s. continu
en ces trois variables et tel que Xt soit solution de I’équation précédente. C’est un résultat
délicat a demontrer (on trouvera sa démonstration dans [RW87]) que nous allons admettre.
La propriété de Markov est une conséquence d’une propriété “de flot” vérifiée par les solu-
tions d’une équation différentielle stochastique. C’est une généralisation de la propriété de flot
des équations différentielles ordinaires.

Lemme 5.6 Sous les conditions du théoréme 5.3,sis > t:

X0* = XX pPps.

Démonstration : Nous ne donnons que I’idée générale de cette démonstration. On a, pour tout x :

S S

b (u, X5¥) du+J o (u, X;X) dWy,.

t

Pps. XHx :x+J'

t

On en déduit, successivement, que P p.s. pourtouty € R:

S S

b (1w, X4Y) du +J o (U, X4Y) dW,,

t

X’;*U:y+J

t

puis que :

S S

X0 = x4 J o (u, x&x?) dW,,.

t

b (u, XJ{L‘X?) du -I—J

t

Ces résultats sont intuitifs, mais pour les justifier en détail il faut utiliser la continuité de y — X“V. Nous laissons
de coté les détails de leurs démonstrations. Cela admis, on remarque que X% est aussi solution de I’équation
précédente, en effet, sit < s:

XX = x+ [3bu,X:) du+t [§o(u X)) dW,
= Xy [rb (X0 dut [T o (u X)) dW,.

L’unicité des solutions de cette équation prouve, alors, que X%* = X%X¢ pour t < s. |

La propriété de Markov prend dans ce cas la forme suivante :

Théoreme 5.7 Soit (X4)>o une solution de (3.9). C’est un processus de Markov par rapport
a la filtration (F:)«>o du mouvement brownien. Plus précisément, on a, pour toute fonction
borélienne bornée f :

Pps. E(f(Xo)|Fs) = d(Xs),

ou p(x) = E (f(X{X)).
Remarque 5.8 On note souvent I’égalité précédente sous la forme :

E (f (X¢) [Fs) = E(F(X¢™))x, -
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Démonstration : Nous ne donnerons qu’une esquisse de la démonstration. Pour une démonstration compléte
on pourra consulter [Fri75].

La propriété de flot prouve que, sis > t, X§ = Xi’xz. D’autre part, on peut démontrer que X{'* s’exprime
de fa_con mesurable en fonction des accroissements du brownien (W, ,,, — W5, u > 0) et de x (ce résultat est
naturel mais délicat a justifier en détail (voir [Fri75])). Si I’on admet ce résultat, pour un s et un t fixés on a
XP* = O(x, Wiy — Ws; u>0)etdonc:

X = DX, We i — We; 1> 0),

avec X¥ qui est Fs mesurable et (W5, — Ws)u>0 qui est indépendant de F.
Si on applique le résultat de la proposition 2.5 de I’appendice a X, (Ws41, — W )u>o0, © et Fs, on obtient :

E(f(OX5, Weiu —Ws; u>0))|Fs) = E(f(D(x,Weiuu —Ws; u> O)))|X:Xx
E (FIX ) xs

Le résultat précédent se généralise a des fonctions des trajectoires de la diffusion aprés I’instant
s. En particulier, le théoréme suivant est utile dans les calculs liés aux taux d’intérét.

Théoreme 5.9 Soit (X)>o une solution de (3.9) et r(s, x) une fonction mesurable positive. On
a,sit>s:
Pps. E (e fsrwXelduf (x,)|F,) = ¢(X,)

avec :
d(x) =E (e_fs T(u,Xsu'X)duf(Xi,x)) .

On écrit aussi cette egalité sous la forme :

E (eff: (W Xy )dug (Xy) |fs) —E (e*ﬁ r(u,xsu»X)duf(Xi,X))‘

x=Xs )

Remarque 5.10 On peut en fait démontrer un résultat plus général que celui énoncé précédem-
ment. Si on omet les détails techniques, on peut affirmer que, si ¢ est “une fonction de toute la
trajectoire” de X, aprés s :

Pps. E(¢ (X}, t>s)|F) = E(GXPY, t>5)) . -

Remarque 5.11 Lorsque b et o ne dépendent que de x (on dit que la diffusion est homogeéne
dans ce cas), on peut montrer que la loi de X, est identique a celle de X9, ce qui signifie que
si f est une fonction mesurable et bornée :

E (F(X$%)) = E (f(XPM).
On peut étendre ce résultat et montrer que, si r est une fonction de x uniquement :

E (eiﬁ“ r(Xi,X)duf(Xs,x )) —E (eif(t) r(xﬂ,X)duf(XS,X)) )

s+t

On en déduit que, dans ce cas, le théoréme 5.9 s’exprime sous la forme :

E (e_j: r(Xu)dug (X,) |7:s) —E (e—fffsr(x&»x)duf(XSﬁ‘s))’

x=Xg )
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6 EXxercices

Exercice 6 Soit (M;)>o Une martingale, telle que pour tout t, E(M?) < 4oo0. Démontrer que
sis<t:

E((Me—M)AF) =E (M —MUF,) .
Exercice 7 Soit X; un processus a accroissements indépendants et stationnaires nul en I’instant
0 et tel que, pour tout t, E (X%) < 4o00. On supposera, de plus, que la fonction t — E (X%) est
continue. Démontrer que E (X;) = ct et que Var(X;) = c't, c et ¢’ étant des constantes.

Exercice 8 Démontrer que, si T est un temps d’arrét :
F.={A €A, pourtoutt >0, An{t<t}e F}
définit une tribu.
Exercice 9 Soit S un temps d’arrét, démontrer que S est Fs mesurable.
Exercice 10 Soit S et T deux temps d’arrét, telsque S < T P p.s. . Démontrer que Fs C Fr.
Exercice 11 Soient S un temps d’arrét, fini presque srement, et (X;)>o un processus adapte

et presque slrement continu.
1. Démontrer que, P p.s., pour tout s :

X = lim Z1[k/n,(k+1)/n[(s)xk/n(w)

n— -+oo
k>0

2. Prouver que I’application :

([0,t] x O, B([0,t]) x Fy) —
(s, w) — Xs(w)
est mesurable.
3. Endeéduire que si S < t, Xs est F; mesurable, puis que Xs est Fs mesurable.

Exercice 12 Cette exercice est une introduction a I’intégrale stochastique. Il s’agit de construire
une intégrale du type jgw f(s)dXs, ou (X¢)e>0 €st un Fi-mouvement brownien et f(s) est une
fonction mesurable de (R*, B(R™)) dans (R, B(R)) telle que :

+00
J f2(s)ds < 4o0.
0

Ce type d’intégrale s’appelle intégrale de Wiener et c’est un cas particulier de I’intégrale d’Ito
qui est introduite au paragraphe 4.

On rappelle que I’ensemble H des fonctions de la forme } .« _; ailj, +,,,1, avec a; € R,
etto = 0 < t; < --- < ty est dense dans L2(R*, dx) muni de la norme ||f];- =

goo f2(s)ds.

1. Soita; e Rjet0=to <ty <--- <tn,etf =32 o ion_g @il 1,1 ONpose :

L(f)= > ailXe,, —Xy).
0<i<N-—-1

Démontrer que I.(f) est une variable aléatoire gaussienne dont on calculera la moyenne
et la variance. Démontrer en particulier que :

E(Le(f)?) = [IfllZ..
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2. En déduire qu’il existe une unique application linéaire de L?(R*, dx) a valeurs dans
L2(Q, F,P), I, telle que I(f) = I.(f), si f est dans H et E(I(f)?) = ||f||;2, pour tout
f dans L?(R™).

3. Démontrer que, si (X,)n>0 €st une suite de variables aleatoires gaussiennes centrées qui
convergent dans L?(Q, F, P) vers X, alors X est une variable aléatoire gaussienne centrée.
En déduire que si f € L*(R*, dx) alors I(f) est une variable aléatoire gaussienne centrée
de variance [ f2(s)ds.

4. Soit f € L*(R*, dx), on note Z, = j;f(s)dxs = [ 1j0,4(s)f(s)dXs, démontrer que Z,
est un processus adapte a F, et que Z, — Z; est indépendant de F (commencer par traiter
le cas f € H).

5. Démontrer que les processus Zy, Z2 — [y f2(s)ds, exp(Z — (1/2) [ ?(s)ds) sont des
Fi-martingales.

Exercice 13 Soient T un réel positif et (M) o<t<T Une F-martingale continue. On suppose que
E(M3) est fini.

1. Démontrer que (|M|)o<t<T Une sous-martingale.
2. Montrer que, si M* = supy< <1 IMy|

AP(M*>A)<E <|MT|1{M* > 7\}>

(Utiliser le théoréme d’arrét pour la sous-martingale |[M| entre T AT ou T = inf{t <
T, M| > A} (si cet ensemble est non vide, oo sinon) et T).

3. Déduire du résultat précédent que, si A est positif :
E((M*AA)?) < 2E((M* A A)My).
(Utiliser le fait que (M* A A)P = ng*AA
4. Démontrer que, E(M*) est fini et que :

pxP'dx pourp = 1,2).

E ( sup !Mtlz> < 4E(IM+]%).

0<t<T

Exercice 14 1. Démontrer que si S et S’ sont deux Fi-temps d’arrét alors SAS’ = inf(S, S’)
et SV S’ =sup(S,S’) sont des Fi-temps d’arrét.

2. En utilisant le temps d’arrét S V s et le théoréme d’arrét démontrer que :

E (Msl{s N S}m) = Mg g

3. Endeduire que, sis < t:

(et ) Mg

4. En utilisant le fait que Msns est Fs mesurable, montrer que t — Mg €St une Fy mar-
tingale.
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Exercice 15 1. Soit (H¢)o<t<T Un processus mesurable adapté tel que jg H2dt < oo, p.s..
On pose M = j(t) HdWs, (0u (Wy)o<i<T €St un mouvement brownien standard). Mon-
trer que si E (SUpogth M%) < oo, alors E (jg Hfdt) < oo. On pourra introduire la
suite de temps d’arrét définie par t,, = inf{t > 0 | J"(t) H2ds = m} et montrer que
E(M2,,,) =E (f,/™ HZds).

2. On pose p(t,x) = \/1‘7_texp(—x2/2(1 —t)),pour0 <t<letx € R,etp(1,x) =0.
Soit (My)o<t<1 le processus défini sur [0, 1] par My = p(t, W4).

(@) Montrer que

t ap
M, =Mo+ | =—(s, W,)dW..
0 0%

(b) Soit H, = (3p/dx)(t, Wy). Montrer que [, H2dt < oo, p.s. et E ([ H2dt) =
+o00.

Exercice 16 Soit (M¢)o<t<t Une Fi-martingale continue telle que M, = ngsds, ou
(Kt)o<t<T €St un processus F-adapté tel que P p.s. jglKS!ds < +o00.

1. On suppose, de plus, que P p.s. jg Kslds < C < +oo. Démontrer que si tI* = Ti/n
pour 0 < i< mn,alors:

o E (i (Mg =My, )2) =0

i=1

2. Sous les hypothéses de la question précédente, démonter que :

b 2
= (3 e na ) - (- ).
i=1
En deduire M+ =0 Pp.s. ,puisque Pps vVt<T M;=0.
3. On ne suppose plus que jg!KS!ds soit borné mais seulement que cette variable aléa-
toire est finie presque srement. On admettra que la variable aléatoire jg |Kq|ds est Fi-

mesurable. Montrer que T,, = inf{0 < s < T, jg IK¢/ds > n} (T si cet ensemble est vide)
est un temps d’arrét. Prouver que P p.s. lim,_ ., T, = T. En déduire, en utilisant la
suite de martingales (MaT, )t>0, que P p.s. vt < T M =0.

4. Soit M, une martingale de la forme [j H dW; + [ K,ds avec [{H2ds < +co P p.s.
et j;lelds < 400 Pps. . En utilisant la suite de temps d’arrét T,, = inf{t <
T, [ H2ds > n}, démontrer que K¢ = 0 dt x P pss..

Exercice 17 On s’intéresse a la solution X de I’équation différentielle stochastique :

dXi = (pX¢+p)dt+ (0X; + o')dW;
Xo = 0.
On pose Sy = exp ((H —0%/2)t+ GWt).
1. Ecrire I’équation différentielle stochastique dont est solution S; .

2. Démontrer que :
d(X:S;") =S (1 — oo’)dt + o’dW,) .
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3. En déduire une expression pour X;.

Exercice 18 Soit (W) un Fy-mouvement brownien. Le but de cet exercice est de calculer
la loi du couple (W4, sup ., Wy).

1. Soit S un temps d’arrét borné. En utilisant le théoréeme d’arrét pour la martingale M, =
exp(izW; + z?t/2), ol z est un nombre réel, démontrer que, si0 <u < v:

E (e=Wors Wars)| ) = o5 ),

2. En déduire que W3 = W, s — W5 est un Fs,,-mouvement brownien indépendant de la
tribu Fs.

3. Soit (Yi)i>0 est un processus aléatoire continu indépendant de la tribu B tel que
E(supy< <k |Ys]) < 4o0. Soit T une variable aléatoire 3-mesurable bornée par K, montrer
que:

E(Y7B) = E(Yy)l—r-

On commencera par traiter le cas ou T estde laforme 3 .. tila,000 <t;<--- <
t, = K, les A; étant disjoints et 3 mesurables.

4, On pose ™ = inf{s > 0, W, > A}, démontrer que, si f est une fonction borélienne

bornée :
E <f(Wt)1{T7\ S t}) = E <1{T)\ S t}d)(t_TA)) ,

ol d(u) = E(f(Wy+A)). Endéduire, en utilisant le fait que E(f(W +A)) = E(f(—W+
A)) que:

E <f(Wt)l{T7\ < t}) =E (f(Z)\—Wt)l{TA < t}) .
5. Montrer que si Wi = sup,_ W etsiA > 0:
PWy <A W{>A)=P(Wy >\, Wi >A) =P(W, >A).

En déduire que W; suit la méme loi que [W,|.
6. Démontrerque siA > pnetA > 0:

P(Wy<u, Wi{>A)=P(W > 2A —p, Wi >A)=P(W, >2A—p).
etquesiA < petA>0:
P(Wy <, W{> A) =2P(Wy > A) = P(W, > ).

7. Veérifier que la loi du couple (W, Wy) est donnée par :

2(2y —x) 2y —x)?
o <yl <y) g O <—M> dedy.






Chapitre 4
Modele de Black et Scholes

Le probleme traité par Black et Scholes dans [BS73] est I’évaluation et la couverture d’une
option de type européen (call ou put) sur une action ne distribuant pas de dividendes. La mé-
thode utilisée, qui repose sur des idées analogues a celles deja présentées dans le cadre des
modeles discrets dans le chapitre 1 de ce livre, conduit a des formules aujourd’hui couram-
ment utilisées par les praticiens, malgré le caractere simplificateur du modéle. Dans ce chapitre,
nous donnons une présentation actualisée des travaux de Black et Scholes. Le cas des options
américaines est abordé et des extensions du modele sont présentées dans les problémes.

1 Description du modele

1.1 L’évolution des cours

Le modeéle proposé par Black et Scholes pour décrire I’évolution des cours est un modéle a
temps continu avec un actif risqué (une action de prix S a I’instant t) et un actif sans risque (de
prix SO a I’instant t). On suppose I’évolution de S régie par I’équation différentielle (ordinaire)
suivante :

dS? = rsodt (4.1)

ou r est une constante positive. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des placements
sans risque est constant et égal a r (noter que r est ici un taux d’intérét instantané, a ne pas
confondre avec le taux sur une période des modeles discrets). On posera S$ = 1, de sorte que
S%=e™, pourt > 0.
On suppose que I’évolution du cours de I’action est régie par I’équation différentielle sto-
chastique suivante :
dS¢ = S¢ (pndt + odBy) (4.2)

ou u et o sont deux constantes et (B) un mouvement brownien standard.

Le modeéle est étudié sur I’intervalle [0, T] ou T est la date d’échéance de I’option a étudier.
Comme nous I’avons vu (cf. chapitre 3, paragraphe 4.3), I’équation (4.2) se résout, explicite-
ment :

0_2
St =Soexp (ut -5ttt G&) )
ou Sy est le cours observe a la date 0. Il en résulte en particulier que, selon ce modele, la loi de
S est une loi log-normale (c’est a dire que son logarithme suit une loi normale).

Plus précisément, on voit que le processus (S;) Vérifie une équation du type (4.2) si et
seulement si le processus (log(S¢)) est un mouvement brownien (non nécessairement standard).
Compte tenu de la définition 2.1 du chapitre 3, cela signifie que le processus (S;) vérifie les
propriétés suivantes :

— continuité des trajectoires,

— indépendance des accroissements relatifs : si u < t, S¢/S,, ou (ce qui revient au méme),

I’accroissement relatif (S — S..)/S., est indépendant de la tribu o(S,,v < u),

— stationnarité des accroissements relatifs : si u < t, la loi de (S; — S.,)/S.. est identique a

celle de (S¢—.. — So)/So.
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Ces trois propriétés traduisent de facon concrete les hypotheses de Black et Scholes sur I’évo-
lution du cours de I’action.

1.2 Les stratégies autofinancees

Une stratégie sera définie par un processus ¢ = (d)t)OStSTZ((H?, Ht)), a valeurs dans R?,

adapté a la filtration naturelle (/) du mouvement brownien, les composantes H? et H, de ¢
donnant, a I’instant t, les quantités d’actif sans risque et d’actif risqué respectivement détenues
en portefeuille. La valeur du portefeuille a I’instant t est alors donnée par :

Vi (d) = HISY + HiSy.

Dans les modéles discrets, nous avons caractérisé les stratégies autofinancées par I’égalité :
Vi1 (d) — Vald) = drpr.(Snir — Sn) (cf. chapitre 1, remarque 1.1). La transposition de cette
égalité a temps continu conduit a écrire la condition d’autofinancement sous la forme suivante :

AV (p) = HOdSO + H.dS..

Pour que cette égalité ait un sens on imposera la condition :
T T
J IH?|dt < +oo p.s. et J HZdt < 400 p.s.
0 0

Alors I’intégrale :

T T
J HOdSY = J Hore™dt
0 0
est bien définie, ainsi que I’intégrale stochastique :

T

T T
J thst — J (Htstu) dt + J O—HtstdBt,
0 0 0

puisque la fonction t — S est continue, donc bornée sur [0, T], presque slrement.

Définition 1.1 Une stratégie autofinanceée est définie par un couple ¢ de processus adaptés
(H%) oot O (Hy)o<t<T Vérifiant :

T T
1. J IHO|dt +J HZdt < +o0 p.s.
0 0

t t
2. HOSO + H,Sy = H3SS + HoSo + J HOdS® + J H,dS., p.s., pour tout t € [0, T].
0 0

Nous noterons S; = e ™S, le cours actualisé de I’actif risqué. La proposition suivante est
I’analogue de la proposition 1.2 du chapitre 1.

Proposition 1.2 Soit & = ((HY, H())o<t<T Un processus adapté a valeurs dans R?, vérifiant
jg!H‘t’!dt + J"g H2dt < +o0 p.s. On pose : Vi(¢dp) = HOS? + H.S, et Vi(Pp) = e "V ().
Alors, ¢ définit une stratégie autofinancée si et seulement si :

Vi) = Vold) + JO HdS., pas. 43)

pour tout t € [0, T].
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Démonstration : Supposons la stratégie ¢ autofinancée. De I’égalité :
dVi(d) = —rVi(P)dt + e T dVi()

qui résulte de la différenciation du produit des processus (e~ ™) et (Vi(¢)) (noter que le terme
de crochets d < e ™™, V. (db) > est nul), on déduit :
AVi(p) = —re ™ (H‘gert + HtSt) dt + e "Hld(e™) + e ""H.dS;
= Ht (—Te_rtstdt + e_rtdst)
- thgt-

D’ou I’égalité (4.3). La démonstration de la réciproque repose sur un raisonnement analogue. il

Remarque 1.3 Nous n’avons pas imposé de condition de prévisibilité sur les stratégies, contrai-
rement a ce que nous avons fait dans le chapitre 1. En fait, on peut définir une notion de proces-
sus prévisible a temps continu mais, dans le cas de la filtration d’un mouvement brownien, cela
ne restreint pas la classe des processus adaptés de facon significative (en raison de la continuité
des trajectoires du mouvement brownien).

Dans notre étude des modéles discrets complets, nous avons été amenés a nous placer sous une
loi de probabilité équivalente a la probabilité initiale et sous laquelle les prix actualisés des
actifs sont des martingales, puis nous avons construit des stratégies autofinancées simulant les
options. Le paragraphe suivant présente les outils qui permettent de transposer ces méthodes au
temps continu.

2 Changement de probabilite. Théoréme de représentation
des martingales

2.1 Probabilités équivalentes

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Une probabilite Q sur (Q,.A) est dite absolument
continue par rapporta P si :

VAcA P(A)=0= Q(A)=0.

Théoreme 2.1 Q est absolument continue par rapport a P si, et seulement si, il existe une
variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur (Q, A) telle que :

VAe A Q(A) :J Z(w)dP(w),
A

s e N . s dQ
Z est appelée densité de Q par rapport a P et parfois notée 5.

L’équivalence a démontrer est évidente dans un sens, la réciproque est une version du théoréeme
de Radon-Nikodym (cf. par exemple [DCD82], tome 1).

Les probabilités P et Q sont dites équivalentes si chacune d’elles est absolument continue
par rapport a I’autre. Noter que si Q est absolument continue par rapport a P, de densité Z, alors
P et Q sont équivalentes si et seulementsi P (Z > 0) = 1.
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2.2 Théoréme de Girsanov

Soit (Q,J—", (Ft)ociet> P) un espace probabilisé filtré, dont la filtration est la filtration na-

turelle d’un mouvement brownien standard (B) .y, indexé par I’intervalle de temps [0, T].
Le théoréme suivant, que nous admettrons, est connu sous le nom de théoréme de Girsanov (cf.
[KS88], [DCD83], chapitre 8).

Théoreme 2.2 Soit (6+)o<t<T UN processus adapté vérifiant J"g 02ds < oo p.s. et tel que le
processus (L)o< <t défini par :

t 1 t
L = exp (—J 0,dB, — EJ eﬁds>
0 0

soit une martingale. Alors, sous la probabilité P™ de densité Lt par rapport a P, le processus
(W) o<t<T défini par Wy = By + f(t) 0.ds, est un mouvement brownien standard.

Remarque 2.3 Une condition suffisante pour que (L)o<<T SOit une martingale est que I’on
ait: E (exp (% J"g efdt)) < oo (cf. [KS88], [DCDA82]). La démonstration du théoréme de Gir-
sanov dans le cas ou (0) est constant fait I’objet de I’exercice 19.

2.3 Théoréme de représentation des martingales browniennes

Soit (Bi)o<t<tT Un mouvement brownien standard construit sur un espace probabilisé
(Q, F,P) et soit (Fi)o<i<T Sa filtration naturelle. Rappelons (cf. chapitre 3, proposition 4.4)
que si (H)o<t<T €st un processus adapté tel que E (jg H%dt) < 00, le processus (jg Hsst)
est une martingale de carré intégrable, nulle en 0. Le theoréme suivant montre que toutes les
martingales browniennes peuvent se représenter a I’aide d’une intégrale stochastique.

Théoreme 2.4 Soit (M¢)o<t<T Une martingale de carré intégrable, par rapport a la filtration
(Fi)o<t<T. Il existe un processus adapté (H)o<<T tel que E (jg Hﬁds) < tooet:

t

vt e [0,T] M =M, +J H,dB p.s. (4.4)
0

Noter que cette représentation n’est possible que pour les martingales de la filtration naturelle
du mouvement brownien (cf. exercice 26).

Il résulte du théoréme que si U est une variable aléatoire F+-mesurable de carré intégrable,
on peut I’écrire sous la forme :

T
uU=Ee(uU) +J H,dBs p.s.
0

ou (H.) est une processus adapté tel que E (J"g Hfds) < +o0. Il suffit pour cela de considérer
la martingale M = E (U|F). On démontre aussi (cf., par exemple [KS88]) que si (M)o<t<T
est une martingale (non nécessairement de carré intégrable) il existe une représentation du type
(4.4) mais avec un processus Vérifiant seulement jg H2ds < oo, p.s. Nous utiliserons d’ailleurs
ce résultat dans le chapitre 6.
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3 Evaluation et couverture des options dans le modele de
Black et Scholes

3.1 Une probabilité sous laquelle (S.) est une martingale

Nous reprenons maintenant le modele introduit au paragraphe 1. Nous allons montrer qu’il
existe une probabilité équivalente a la probabilité initiale P, sous laquelle le prix actualisé S, =
e 'S, de I’action est une martingale. Utilisant I’équation différentielle stochastique vérifiée par
(Sy)ona:

dgt = —Te_TtStdt + e_rtdst
= S.((n—r)dt+ odBy)

et par conséquent, si on pose W, = B + *t,
dgt = gtO‘th. (45)

D’apres le théoreme 2.2, appliqué en prenant 6, = ¥, il existe une probabilité P* équivalente a
P sous laquelle (Wy)o<t<T €St un mouvement brownien standard. On admettra, par la suite, que
la définition de I’intégrale stochastique est invariante par changement de probabilité équivalente
(cf. exercice 25). Alors, si on se place sous la probabilite P*, on déduit de I’égalite (4.5) que
(S,) est une martingale et que :

S:=S, exp(oW, — o%t/2).

3.2 Pricing

Dans ce paragraphe, nous nous limiterons aux options européennes. Une option européenne
sera definie par une variable aléatoire Fr-mesurable, positive h. Le plus souvent, h est de la
forme f(St), (f(x) = (x —K)_, dans le cas d’un call, f(x) = (K —x), dans le cas d’un put).
Comme dans le cas discret, nous allons définir la valeur de I’option en la simulant. Pour des
raisons techniques, nous limiterons la classe des stratégies admissibles de la facon suivante :

Définition 3.1 Une stratégie ¢ = (H‘t), Ht) e

valeur actualisée \7t(gp) = H? + H.S; du portefeuille correspondant est, pour tout t, positive
et telle que sup,, ) V- est de carreé intégrable sous P*.

N est admissible si elle est autofinancée et si la

On dira qu’une option est simulable si sa valeur a I’échéance est égale a la valeur finale d’une
stratégie admissible. 1l est clair que pour que I’option définie par h soit simulable, il est néces-
saire que h soit de carré intégrable sous P*. Dans le cas du call (h = (St—K) ), cette propriéeté
est bien vérifiée puisque E*(S%) < oo ; notons que dans le cas du put, h est méme bornée.

Théoreme 3.2 Dans le modele de Black et Scholes, toute option définie par une variable aléa-
toire h, positive, Fr-mesurable et de carré intégrable sous la probabilité P* est simulable et la
valeur a I’instant t de tout portefeuille simulant est donnée par :

V, = E* (e**”*t)hyft) .
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La valeur de I'option & I’instant t est donc définie de facon naturelle par I’expression
E* (e—f(T—t)hm).

Démonstration : Supposons tout d’abord qu’il existe une stratégie admissible (H®, H), simu-
lant I’option. La valeur & I’instant t du portefeuille (H?, H,) est donnée par :

Vt — HSSS + Htst
et I’on a, par hypothése, V1 = h. Soit V, = Vie™™, la valeur actualisée
Vt - HE[) + Htgt-

Puisque la statégie est autofinancée, on a, d’apres la proposition 1.2 et I’égalité (4.5) :

t

Vi = VO+J H.dS,
0
t

- VO+J H,0S,dW,,.
0

Sous la probabilite P, sup(, 1 V, est de carré intégrable, d’aprés la définition des stratégies
admissibles, et I’égalité qui précéde fait apparaitre le processus (V;) comme une intégrale sto-
chastique par rapport a (W,). Il en résulte (cf. chapitre 3, équation (3.6) et proposition 4.4) que
(V4) est, sous P*, une martingale de carré intégrable. D’ou :

\7t =FE" (VT|-7:t) )

et par conséquent :
Vi =E" (e ""Yh|F,). (4.6)

Nous avons ainsi montré que si le portefeuille (H° H) simule I’option définie par h, sa
valeur est donnée par I’égalité (4.6). Pour achever la démonstration du théoréme, il reste a
démontrer que I’option est bien simulable, c’est-a-dire a trouver des processus (H¢) et (H)
définissant une stratégie admissible et tels que :

HYSO+ Hi Sy =E™ (e 7T YhA).

Or, sous la probabilité P*, le processus défini par My = E*(e "Th|F,) est une martingale de
carré intégrable. La filtration (), filtration naturelle de (B), est aussi la filtration naturelle
de (W,) et, d’apreés le théoreme de représentation des martingales browniennes, il existe un
processus adapté (Ki)o<i<T tel que E* (jg Kﬁds) < 4ooet:

t
Vte [0, T] M= M, +J K.dW; p.s..
0

La stratégie ¢ = (H°, H), avec Hy = K./(0S,) et H® = M — H,S,, est alors, d’aprés la pro-
position 1.2 et I’égalité (4.5), une stratégie autofinancée, dont la valeur a I’instant t est donnée
par :

Vi(¢) = e"M, =E* (e T IHF)

et il est clair sur cette expression que Vi(¢) est une variable aléatoire positive, que
SUPyco1) Vi(P) est de carré intégrable sous P* et que Vr($p) = h. On a donc bien une stra-
tégie admissible simulant h. [ |
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Remarque 3.3 Lorsque la variable aléatoire h est de la forme h = f(S+), on peut expliciter la
valeur V; de I’option a I’instant t comme une fonction de t et S;. On a en effet :

Ve = E* (e V(SR
_ g (efr(Tft) f (Ster(Tft]eO'(WT*Wt)*(O"Z/ZJ(T*’C))‘f’t)

La variable aléatoire S, est F-mesurable et, sous P*, W+ — W, est indépendante de F;. On a
donc, en utilisant la proposition 2.5 de I’appendice,

Vt - F(t) St)»

avec :
F(t, X) — E* (efr(Tft)f (XeY(T*t)eG(WT*Wt)*(62/2)(1—*‘5))) (47)

et comme, sous P*, W+ — W, est une gaussienne centrée de variance T — t :

+00 —y?/2
F(t,x) = e—T(T‘”J f(xe(r—oz/z)(T—t)+<ry\/T—t) e’ dy

V27

Le calcul de F peut étre poussé plus loin dans le cas du call et du put. Si I’on prend I’exemple
du call, avec f(x) = (x — K),, on a, d’aprés I’égalité (4.7) :

Fit.x) = E' <e—r(T—t) (Xe(r—GZ/ZJ(T—t)JrG(WT—Wt] B K) +)
— E (XeO'\/ég—O'Z 0/2 Ke—re)
+

ou g est une gaussienne centrée réduiteet © = T — t.
Introduisons les quantités :

a = log (%) + (r+%)6
ovo

Avec ces notations, on a

et dde]-U\/é.

Fit,x) = E [(xe“ﬁg—“zf’/2 ~Ke ™)Ly g, > 0}}
+o0 —y?/2
_ ovBy—020/2 —ro) €
= xe —Ke —dy
J—dz ( ) \% 27

d> —y?/2
e
_ J (Xefd\/@yfoze/z o Kefre)
—o0

V2n

En écrivant cette expression comme la différence de deux intégrales et en faisant dans la pre-
miére le changement de variable z =y 4 ov/0, on obtient :

dy.

F(t,x) = xN(d;) — Ke ™N(d,), (4.8)
avec .
] d Z/Zd
N(d) = — e " X.
(@)= —= Lo

Pour le put, un calcul analogue donne, avec les mémes notations :
F(t,x) = Ke ™N(—d,) — xN(—d;) (4.9)

Pour des methodes de calcul efficaces de N(d) on pourra se reporter au chapitre 8.
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Remarque 3.4 Un des traits majeurs du modele de Black-Scholes (et une des raisons de son
succes) est que les formules de prix obtenues, de méme que les formules de couverture que
nous donnerons plus loin, dépendent d’un seul paramétre non directement observable : le para-
métre o, appelé “volatilité” par les praticiens (le parametre de dérive p disparait sous I’effet du
changement de probabilité). Dans la pratique, deux méthodes sont utilisées pour évaluer o :

1. la méthode historique : dans le cadre du modeéle, o2T est la variance de log(S+) et les
variables 10g(S+/So), 109(S21/S7), ..., 10g(Snt/S(n—1)7) Sont indépendantes équidistri-
buées. Dés lors, on peut, a partir des valeurs du cours observées dans le passé, estimer
o par des voies statistiques (par exemple a I’aide de variances empiriques; cf. [DCD82],
chapitre 5).

2. la méthode “implicite” : certaines options sont cotées sur des marchés organisés et le
prix des options (calls et puts) étant une fonction strictement croissante de o (cf. exercice
21), a chaque option cotée, on peut associer une volatilité “implicite”, par inversion de
la formule de Black-Scholes. Le modeéle ainsi identifié peut ensuite étre utilisé pour les
calculs de couverture.

Dans ces questions de volatilité, on se heurte vite aux imperfections du modele de Black-
Scholes : on constate des différences importantes entre volatilité historique et volatilité im-
plicite et la volatilité implicite semble dépendre du prix d’exercice et de I’échéance. Malgré ces
incohérences, le modele constitue une reférence indispensable pour les praticiens.

3.3 Couverture des calls et des puts

Dans la démonstration du théoréeme 3.2, nous avons invoqué le théoreme de représentation
des martingales browniennes pour montrer I’existence d’un portefeuille simulant. Dans la pra-
tique, il importe de pouvoir construire effectivement le portefeuille simulant pour couvrir une
option et on ne peut pas se contenter d’un simple théoreme d’existence.

Nous allons voir comment, dans le cas ou I’option est définie par une variable aléatoire de
la forme h = f(S+), on peut expliciter le portefeuille de couverture. Un portefeuille simulant
doit avoir, a chaque instant t, une valeur actualisée égale a :

\7t - e_rtF(t) St)»

ou F est la fonction définie par I’égalité (4.7). Sous des hypotheses trés larges sur f (et, en
particulier, dans les cas du call et du put ou on dispose des formules explicites de la remarque
3.3), on voit que la fonction F est de classe C* sur [0, T[xR. Si on pose :

F(t,x) = e "F (t,xe“) .

ona:V,=F(t,S,) et, pourt < T, d’aprés la formule d’Ito :
F05) = F0.5) [ O (ws,)as,
) ) O ax )
YOF , & Y10%F , ~ o~
+La (w,5.) du+J 525 (wSu) d < 5,5 >,
De I’égalité dS; = S cdW,, on déduit :

d< §,§ >, = ngidu,



Ch.4 MODELE DE BLACK ET SCHOLES 75

ce qui fait apparaitre F (t, §t) sous la forme suivante :

~/ o~ - - t SF o t
F (t, st) —F (o, so) + JO oo (u, su) S.dW, + L K, du.

Comme on sait que F(t,S,) est une martingale sous P*, le processus K., est nécessairement nul
(cf. chapitre 3, exercice 16). D’ou :

F (t, §t) = F (0> go) + E Ug_i (u’ §u) SudW,,

Y t oF . .
(0,5 + L = (w5, dS.

Le candidat naturel pour le processus de couverture H; est alors :

_oF

H, = t,S,) = oF (t,Sy).
0x

0x

Sionpose HO = F (t, §t) —H,S,, le portefeuille (HO, H,) est autofinancé et sa valeur actualisée
estbien V, = F (t, §t).

Remarque 3.5 Le raisonnement qui précéde montre qu’on peut traiter les options de la forme
f(St) sans utiliser le théoréme de représentation des martingales browniennes.

Remarque 3.6 Dans le cas du call, on a, avec les notations de la remarque 3.3,

oF
3, (bx) = N(di).
X
et dans le cas du put :
oF
(6 = —N(=dy).
X

On pourra le vérifier en exercice (la facon la plus simple de faire le calcul est de dériver sous le
signe d’espérance). Cette quantité est souvent appelée le “delta” de I’option par les praticiens.
Plus généralement, lorsque la valeur a I’instant t d’un portefeuille peut s’écrire ¥(t,S4), la
quantité (oW¥/0x)(t,S¢), qui mesure la sensibilité du portefeuille aux variations du cours a
I’instant t, est appelée le “delta” du portefeuille. On parle de “gamma” pour la dérivée seconde
(0%2W/0x?)(t, S¢), de “théta” pour la dérivée par rapport au temps et de “véga” pour la dérivée
de WV par rapport a la volatilité o.

4 Options américaines dans le modele de Black-Scholes

4.1 Evaluation des options américaines

Nous avons vu, dans le chapitre 2, les liens entre I’évaluation des options américaines et
le probléme d’arrét optimal dans le cadre de modéles discrets. La théorie de I’arrét optimal
en temps continu repose sur les mémes idées qu’en temps discret, mais la mise en ceuvre de
ces idées souléve, dans ce cadre, de sérieuses difficultés techniques. En ce qui concerne les
options américaines, il est clair que I’approche que nous avons utilisée dans le paragraphe 3.3 du
chapitre 2, basée sur une relation de récurrence, n’est pas directement transposable. L’exercice
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5 du chapitre 2 montre que, dans un modeéle discret, a toute option américaine peut étre associée
une stratégie de couverture dans laquelle une certaine consommation est autorisée. C’est a partir
de stratégies de gestion avec consommation que nous allons étudier les options américaines dans
le modele de Black-Scholes.

Définition 4.1 Une stratégie de gestion avec consommation est la donnée d’un processus
adapté ¢ = ((H?, Hy))o<i<T, & valeurs dans R?, vérifiant les propriétés suivantes :

T T
1. J IH?|dt +J HZdt < +oo p.s.
0 0

t t
2. HOS? + HSy = HYSS + HoSo + J H®dS® + J H,dS, — C, pour tout t € [0, T], ou

0 0
(Ci)o<t<T €St Un processus croissant continu adapté nul en t = 0, C, représentant la
consommation cumulée jusqu’a I’instant t.

Une option américaine est naturellement définie par un processus adapteé, a valeurs positives
(ht)o<t<T. Pour simplifier, nous nous limiterons a des processus de la forme hy = {(S,), ou
U est une fonction continue de R, dans R, vérifiant : P(x) < A + Bx, Vx € R, pour des
constantes A et B positives. Pour un call, on a : P(x) = (x — K), et pour un put : Pp(x) =
(K—x) 4.

Nous dirons que la stratégie de gestion avec consommation ¢ = ((H?, Hy))o<i<T COUVIE
I’option américaine définie par h, = 1 (S;) si, en notant V() = HS? + H;S;, on a:

vt € [0,T] Vild) = P(Se) ps.

Notons @Y I’ensemble des stratégies de gestion avec consommation qui couvrent I’option amé-
ricaine définie par hy = \(S.). Si le vendeur de I’option suit une stratégie ¢ € @V, il dispose,
a chaque instant t, d’une richesse au moins égale a {(S¢), qui est la somme a fournir en cas
d’exercice de I’option a I’instant t. L’énoncé suivant fait apparaitre la valeur minimale d’une
stratégie de couverture d’une option americaine :

Théoreme 4.2 Soit u I’application de [0, T] x R, dans R définie par :

u(t,x) = sup E* [e‘T(T_t)ll) (x exp ((r — (62/2)) (T —t) + o(W, — wt)))}

€T T

ou 7yt désigne I’ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [t, T]. Il existe une stratégie cl?e
OV telle que Vi(d) = u(t, Sy), pour tout t € [0, T]. De plus, pour toute stratégie ¢ € ®¥, on
a: Vi) >ult,Sy), pourtout t € [0, T].

Pour éviter les difficultés techniques, nous donnerons seulement le schéma de la démonstration
de ce théoreme, renvoyant a [Kar88, Kar89] pour les détails.

On montre d’abord que le processus (e " u(t,S;)) est I’enveloppe de Snell du processus
(e ™P(Sy)), c’est-a-dire la plus petite surmartingale qui le majore, sous P*. Or, on peut montrer
que la valeur actualisée d’une stratégie de gestion avec consommation est une surmartingale
sous P*. On a donc I’inégalité : Vi ($p) > u(t,Sy), pour toute stratégie ¢ € ®. L obtention
d’une stratégie ¢ telle que Vi(¢p) = u(t,S¢) repose sur un théoreme de décomposition des
surmartingales analogue a la proposition 3.1 du chapitre 2 et sur le théoréme de représentation
des martingales browniennes.

Il est naturel de considérer que w(t, S¢) représente la valeur de I’option américaine a I’instant
t, puisque c’est la valeur minimale d’une stratégie qui couvre I’option.
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Remarque 4.3 Soit T un temps d’arrét a valeurs dans [0, T]. La valeur & I’instant O d’une stra-
tégie admissible au sens de la définition 3.1 et de valeur \(S.) a I’instant T est donnée par
E* (e ™ (S~)), puisque la valeur actualisée de toute stratégie admissible est une martingale
sous P*. La quantite u(0,Sy) = SUPre7y E*(e "™ (S~)) est donc bien la richesse initiale per-
mettant de couvrir exactement tous les exercices possibles.

Comme dans les modeles discrets, on constate que le prix du call américain (sur une action ne
distribuant pas de dividende) est égal au prix du call européen :

Proposition 4.4 Si, dans le théoreme 4.2, 1 est donnee par P (x) = (x — K), pour tout réel
x, alorsona:

u(t,x) = F(t, x)

ou F est la fonction définie par la relation (4.8) donnant le prix du call européen.

Démonstration : Supposons pour simplifier t = 0 (le raisonnement est le méme pour t > 0).
Alors, il suffit de démontrer que pour tout temps d’arrét T,

E(e " (S<—K)) < E'(e (ST K),) =E'(Sr—eK),

Or,ona:
E ((S1—eK)lFe) > E* ((Sr— e K)|F) =S.—e 'K

puisque (S;) est une martingale sous P*. D’ol :
E* ((§T — e_TTK)+I}}) >S. —e K
puisque r > 0 et, puisque le membre de gauche est positif,
* ((Q —rT Q —rT
E* (51— K)F) = (Sc—e K] .

D’ou I’inegalité annoncée en prenant I’espérance. |

4.2 Puts perpétuels, prix critique

Dans le cas du put, le prix de I’option américaine n’est pas égal a celui de I’option euro-
péenne et il n’existe pas de formule explicite donnant la fonction w. On doit donc recourir a des
méthodes de calcul approché qui seront abordées dans le chapitre 5. Dans ce paragraphe nous
nous contenterons de déduire de la formule :

u(t,x) = sup E* (Ke’r“’t) — x exp (—O'Z(T —t)/2+ o(W,— Wt)))+ (4.10)

€T T

quelques propriétés de la fonction w.. Nous supposerons, pour simplifier, t = 0. En fait, on peut
toujours se ramener a ce cas-1a, quitte a changer T en T — t. L’équation (4.10) devient alors :

u(0,x) = sup E* (Ke_rT — xexp (GWT — (O‘ZT/Z))) (4.11)

t€To, T +
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Considérons un espace de probabilité (Q, F, P), sur lequel est défini un mouvement brownien
standard (B)o<t<c défini sur R.. Alors, ona:

u(0,%) = sup E(Ke™™—xexp (0B~ (077/2)))

€0, T

< sup E [(Ke_” —xexp (oB< — (cy%/z)))+ Ly < Ooﬂ (4.12)

Te%,oo

en notant 7, ., I’ensemble de tous les temps d’arrét de la filtration de (B+)>o et Zo v I’ensemble
des eléments de 7, ,, a valeurs dans [0, T]. Le membre de droite de I’inégalité (4.12) s’interpreéte
naturellement comme la valeur d’un put “perpétuel” (c’est-a-dire exercable a tout moment sans
limite d’échéance). La proposition suivante permet d’expliciter la majoration (4.12).

Proposition 4.5 La fonction :

u®(x) = sup E [(Ke_” —xexp (oB< — (cy%/z)))+ Lie < OO}} (4.13)

Te%,oo

est donnée par les formules suivantes :

u®(x) =K—x pour x<x*

x \ Y
u®(x) = (K—x") (;) pour x > x*

* — Ky — 2r
avec x" = 1+yety— =

Démonstration : On déduit de la formule (4.13) que la fonction u® est convexe, dé-
croissante sur [0, ool et vérifie : u>(x) > (K — x), et, pour tout T > 0, u®(x) >
E(Ke™T — xeBr—(@*T2))_ ce qui implique : u*™(x) > 0, pour tout x > 0. Notons mainte-
nant x* = sup{x > Olu®(x) = K — x}. Les propriétés de u> que nous venons d’énumérer
entrainent :

Vx <x* u®(x)=K—x e WVx>x" u®(x)>(K—x),. (4.14)

Par ailleurs, la théorie de I’enveloppe de Snell a temps continu (cf. [Kar81], [Kus77], ainsi
que le chapitre 5) permet de montrer que :

) = (ke T xom (0B (07/2). e, < o)

ou T, est le temps d’arrét défini par T, = inf{t > Ole "u>(X}) = e ™K — X}),} (avec
UZ A

inf = 00), le processus (X¥) étant défini par : X7 = xe(™="7)tT°B | e temps d’arrét T, est

donc un temps d’arrét optimal (noter I’analogie avec les résultats du chapitre 2).

Il résulte des relations (4.14) que

0.2
rT— —

T = inf{t > O|X} < x*} = inf {t > 0( > Jt+ 0By < Iog(x*/x)}

Introduisons, pour tout nombre z € R, le temps d’arrét T, , défini par :

Ty = INf{t > O[X} < z).
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Avec ces notations, le temps d’arrét optimal est donne par T, = T, . Le nombre x étant fixé,
notons ¢ la fonction de z définie par :

b(z) =E (erTX,Zl{Tx,z < o0} (K N X:&Z)+> ’

Puisque T, .~ est optimal, la fonction ¢ admet son maximum au point z = x*. Nous allons
calculer ¢ explicitement, puis nous la maximiserons pour déterminer x* et u™(x) = ¢d(x*).

Siz > x, on a évidemment 7, = 0 et ¢(z) = (K —x);. Si z < x, on a, en utilisant la
continuité des trajectoires de (X§) -,

Ty, = INf{t > 0IX} =z}
et par conséquent
bla) = (K=2E (e ™1 o)
= (K—z);E(e7™*)

avec, par convention, e = 0. En reprenant I’expression de X3 en fonction de B, on voit que,
pour z < x,

2
Ty, = Inf {t > 0| (r — %) t+ 0By = Iog(z/x)}

- inf{t > Olut 4 By = 3_; Iog(z/x)} »

en posant u = * — 5. Donc, si on note, pour tout réel b,
Ty = inf{t > Ojut 4+ By = b},
ona:
(K —x) 4 Siz>x
b(z) =4 (K—2)E (e Moatzrvre)  size[0,xIN[0,K]
0 siz e [0,x] N[K, +ool.

Le maximum de ¢ est donc atteint sur I’intervalle [0, x] N [0, K]. En utilisant la formule suivante
(démontrée dans I’exercice 24) :

E (™) = exp (1ub — [bly/u? + 2},

on voit que
N
vz 0,XIN0K dlz) = (K-2) (2),
en posanty = % La dérivée de cette fonction est donnée par
/ Zyi]
¢'(z) = — (Ky — (v + 1)z).
X

Il en résulte que si x < % max, d(z) = ¢(x) = K —x et si x > % max, d(z) = ¢ (%)

ce qui donne les formules annoncées. | |
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Remarque 4.6 Revenons au put américain d’échéance T finie. En raisonnant comme au début
de la démonstration de la proposition 4.5, on voit que, pour chaque t € [0, T[, il existe un réel
s(t) vérifiant :

Vx <s(t) u(t,x) =K—x et Vx>s(t) u(t,x) > (K—x),. (4.15)

Compte-tenu de I’inégalité (4.12), ona s(t) > x*, pour tout t € [0, T[. Le réel s(t) s’interpréte
comme le “prix critique” a I’instant t : si le prix de I’actif sous-jacent a I’instant t est inférieur a
s(t), le détenteur de I’option a intérét a exercer immédiatement son option ; dans le cas contraire,
il a intérét a la conserver.

Remarque bibliographique : La présentation que nous avons utilisée, basée sur le théoréme
de Girsanov, est inspirée de [HP81] (voir aussi [Ben84], et le paragraphe 5.8 de [KS88]). L ap-
proche historique de [BS73] et [Mer73] consistait a dégager, a partir d’un raisonnement d’arbi-
trage et de la formule d’Itd, une équation aux dérivées partielles vérifiée par la fonction donnant
le prix du call en fonction du temps et du cours spot. Pour les méthodes statistiques de dé-
termination des parameétres des modeles, on pourra se référer a [DCD82] et [DCD83] et a la
bibliographie de ces ouvrages.

5 EXxercices

Exercice 19 Le but de I’exercice est de montrer le théoreme de Girsanov 2.2 dans le cas ou le
processus (0+) est constant. Soit (B)o<t<T Un mouvement brownien standard par rapport a une
filtration (Fy)o<t<T €t SOit w un nombre réel. On pose, pour 0 < t < T, L, = e MBu—(w/2)t,

1. Montrer que (L¢)o<t<T €St une martingale par rapport a la filtration () et que E(L,) =1,
pour tout t € [0, T].

2. On note P(™) |a probabilité de densité L, par rapport & la probabilité initiale P. Montrer
que les probabilités P(t1) et P(t) coincident sur la tribu F.

3. Soit Z une variable aléatoire bornée Ft-mesurable. Montrer que I’espérance condition-
nelle de Z, sous la probabilité P(™"), sachant F,, est donnée par :

E(LT)(ZLFt) _ E (ZII:T’ft) )
t

4. On pose W, = ut + By, pour tout t € [0, T]. Montrer que pour tout réel u et pour tous s
ettdans € [0, T],avecs < t,ona:

E(LT ) ( eiu(Wt —Ws)

JTS) — e—uz(t—s)/z
Conclure en utilisant la proposition 2.2 de I’appendice.

Exercice 20 Montrer qu’il y a unicité (en précisant en quel sens) du portefeuille simulant une
option européenne dans le modele de Black-Scholes.

Exercice 21 On considere une option de la forme h = f(S+) et on note F la fonction donnant
le prix de I’option en fonction du temps et du cours spot (cf. équation (4.7)).

1. Montrer que si f est croissante (resp. décroissante), F(t,x) est une fonction croissante
(resp. décroissante) de x.
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2. On suppose f convexe. Montrer que F(t, x) est une fonction convexe de x, une fonction
décroissante de t si r = 0 et une fonction croissante de o dans tous les cas (partir de
I’équation (4.7) et utiliser I’inégalité de Jensen : ®(E(X)) < E(®(X)), valable pour
toute fonction @ convexe et pour toute variable aléatoire X telle que X et @ (X) soient
intégrables).

3. Onnote F, (resp. F,,) la fonction F obtenue quand f(x) = (x—K) (resp. f(x) = (K—x) ).
Montrer que F.(t,.) et F,(t,.) sont strictement positives pour t < T. Etudier les fonctions
F.(t,.) et F,(t,.) au voisinage de O et +oo0.

Exercice 22 Calculer, sous la probabilité initiale P, la probabilité qu’un call européen soit
exerce.

Exercice 23 Justifier les formules 4.8 et 4.9 et calculer, pour un call et un put le delta, le gamma,
le théta et le véga (cf. remarque 3.6).

Exercice 24 Soit (B¢)>0 un mouvement brownien standard. Pour tous nombres réels p et b,
on pose :
T =inf{t > 0| ut+ By =Db}
avec la convention : inf() = oco.
1. En utilisant le théoreme de Girsanov, montrer I’égalité suivante :

2
Vo,t >0 E (e*“(TE/\t)) —E (ea(Tg/\t)e“BTgm—”TTS/\t) .

2. Montrer I’inégalité :

2
n
At) MBroac— T oAt

—(TP —at
Vo, t >0 E(e /e Ty 1{t<TS})§e .
3. Déduire de ce qui précede et des résultats du chapitre 3 (proposition 3.6) que :
Vou>0 E (eo‘Tttl 1{Tbu < OO}) — eub*|b\\/ ZOc—HLZ'

4. Calculer P (T} < o0).

Exercice 25 1. Soient P et Q deux probabilités équivalentes sur un espace probabilisable
(Q), A). Montrer que si une suite (X,,) de variables aléatoires converge en probabilité
sous P, elle converge en probabilité sous Q vers la méme limite.

2. Les notations et les hypothéses sont celles du théoreme 2.2. Soit (H¢)o<t<T UN processus
adapté tel que jg H2ds < oo P-p.s.. L’intégrale stochastique de (H,) par rapport a B, est
bien définie sous la probabilité P. On pose

t t
X = J H.dBs + J H0ds.
0 0
Puisque P(M et P sont équivalentes, on a J"g H2ds < oo P(M-p.s. et on peut donc définir,
sous PM, le processus
t
Y = J HdW,.
0
On demande de montrer que les processus X et Y sont égaux. Pour cela, on traitera d’abord
le cas des processus elémentaires et on utilisera le fait que si (H¢)o<t<T €St un processus
adapté vérifiant jg H2ds < oo p.s., il existe une suite (H™) de processus élémentaires

telle que jg (Hs — HQ)2 ds converge vers 0 en probabilité.
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Exercice 26 Soit (B+)o<t<1 un mouvement brownien standard defini sur I’intervalle de temps
[0, 1]. On note (Fi)o<i<1 Sa filtration naturelle et on suppose donnée une variable aléatoire T
de loi exponentielle de parameétre A, indépendante de F;. Pour t € [0, 1], on note G, la tribu
engendrée par F; et la variable aléatoire T A t.
1. Montrer que (Gi)o<t<1 est une filtration et que (B+)o<t<1 €St un mouvement brownien par
rapporta (Gy).

2. Pourt € [0,1],onpose M, =E <1{T > 1}|Qt>. Montrer que :

M = e_)\(]_t]l{,t > t} p.s..

On pourra utiliser le fait suivant : si B; et B, sont deux sous-tribus et X une variable
aléatoire positive telle que la tribu engendrée par B, et X soit indépendante de la tribu B;,
alors E (X|B; V B,) = E (X|B;), ou By V B, désigne la tribu engendrée par B; et B,.

3. Montrer qu’il n’existe pas de processus a trajectoires continues (X;) tel que pour tout
te[0,1]:
P (Mt - Xt) - 1)
(remarquer que I’on aurait nécessairement P (vt € [0, 1] M = X) = 1). En déduire que
la martingale (M) ne peut pas se représenter comme une intégrale stochastique par rap-
porta (By).

Exercice 27 On utilisera librement les résultats de I’exercice 18 du chapitre 3. Soit (W4)>o un
Fi-mouvement brownien.

1. Démontrer que si p < Aetsi N(d) = jfoo exp(—x?/2)(dx/(v/2m)) :

E|er1 _ ST H200 (M) _
{WT <, supW; > 7\} VT

s<T

En déduire que siA < p:

E | eawiy _ o2y (M—HT)
{WT >y, inf W, < A} VT

2. Soit H < K, on cherche a trouver une expression explicite pour :

C=E|e (X7 —K),1 ,
{inf X > H}
s<T

2
\ —% | t+oW, . . . . -y ..
ou X; = xe (r : ) ™ Donner une interprétation financiére de cette valeur et expliciter
la probabilité P qui fait de W, = (lj (r — %) t + W, un mouvement brownien standard.
3. Ecrire C sous la forme d’une espérance sous P d’un variable aléatoire fonction unique-
ment de Wy et supo. 1 W.
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4. En déduire une formule explicite pour C.

Probléme 1 Modeéle de Black-Scholes avec paramétres dépendant du temps
On reprend le modele de Black-Scholes, en supposant que les prix des actifs vérifient les équa-
tions suivantes, avec les notations du cours :

dS® = r(t)S%dt
dS, = S¢(p(t)dt + o(t)dBy)

ou r(t), u(t), o(t) sont des fonctions déterministes du temps, continues sur [0, T]. On suppose,
de plus, inficpo 1 o(t) >0

1. Montrer que :

S¢ = Soexp <Jt w(s)ds + Jt o(s)dB, — ! Jt 0'2(8)d8>

0 0 2 0

On pourra considérer le processus :
t t ] t
Zi =S exp— J w(s)ds +J o(s)dBs — —J o?(s)ds
0 0 2 0

2. (a) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles, gaussiennes, centrées, conver-
geant en moyenne quadratique vers X. Montrer que X est gaussienne.

(b) Montrer, en approchant o par des fonctions en escalier, que j(t) o(s)dBg est une
gaussienne et calculer sa variance.

3. Montrer qu’il existe une probabilité P* équivalente a P, sous laquelle le prix actualisé de
I’action est une martingale et donner sa densité par rapport a P

4. Dans la suite, on se propose d’évaluer et de couvrir un call d’echéance T et de prix d’exer-
cice K sur une action.

(@) Soit (HY, H!) une stratégie autofinancée, de valeur V, a I’instant t. Montrer que si
(Vi/S?) est une martingale sous P* avec, de plus, V; = (St —K), alors :

vVt e [0,T] Vi=F(t,S¢)

ou F est la fonction définie par :

T T T
F(t,x) = E* <x exp(J o(s)dW, — %J o?(s)ds) — Ke )t “S)dS)
t t

+

ou (W,) est, sous P*, un mouvement brownien standard.
(b) expliciter la fonction F et faire le lien avec la formule de Black-Scholes.

(c) Construire une stratégie de couverture du call ( expliciter H? et H, et vérifier la
condition d’autofinancement).

Probléme 2 Modeéle de Garman-Kohlhagen

Le modele de Garman-Kohlhagen est le modéle le plus couramment utilisé pour I’évaluation
et la couverture des options de change. Il est directement inspiré du modele de Black-Scholes.
Pour fixer les idées, nous nous intéresserons a des options “dollar contre franc”. Par exemple,
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un call européen, d’échéance T, sur un dollar au cours d’exercice K, est le droit d’acheter, a la
date T, un dollar pour K francs.

Nous noterons Sy le cours du dollar a I’instant t, c’est-a-dire le nombre de francs néces-
saires a I’achat d’un dollar. L’évolution de S au cours du temps est modélisée par I’équation
différentielle stochastique suivante :

St

oU (Wy)tepo,17 €St un mouvement brownien standard sur un espace de probabilité (Q, F,P), n
et o des nombres réels, avec o > 0. On notera (F¢)c(o.1 la filtration engendrée par (W4)cjo 1
et on considerera que F; représente I’ensemble des informations disponibles a la date t.

Partie |
1. Expliciter S; en fonction de Sy, t et W,. Calculer I’espérance de S..
2. Montrer que si 1 > 0, le processus (St) e 1 €St une sous-martingale.
3. Soit U; = 1/S; le taux de conversion des francs en dollars. Montrer que U, verifie
I’équation différentielle stochastique suivante :
du,
Uy

En déduire que si 0 < pu < o2, les processus (S¢)cjo1) €t (U)o m SONt, I’un et I'autre,
des sous-martingales. En quoi cela peut-il sembler paradoxal ?

= (0% — p)dt — odW;

Partie 11 On se propose d’évaluer et de couvrir un call européen, d’échéance T, sur un
dollar, au cours d’exercice K, par une démarche analogue a celle du modele de Black-Scholes.
Le vendeur de I’option, a partir de la richesse initiale que représente la prime, va construire une
stratégie, définissant a chaque instant t un portefeuille contenant H? francs et H, dollars, de
facon a produire, a la date T, une richesse égale (en francs) a (St — K) ..
A une date t, la valeur, en francs, d’un portefeuille contenant H? francs et H, dollars est
évidemment
Vi = HO + H,S, (4.16)

Nous supposerons que les francs sont placés (ou empruntés) au taux r, (taux domestique) et les
dollars au taux r; (taux étranger). Une stratégie autofinancée sera donc définie par un processus
((H?, Hy))¢efo,m adapté, tel que

dV, = moH{dt + r1HSdt + H.dS, (4.17)

ou V, est défini par I’équation 4.16.

1. Quelles conditions d’intégrabilité doit-on imposer aux processus (H®) et (H,) pour que
I’égalité différentielle 4.17 ait un sens ?
2. Soit V; = e ™V, la valeur actualisée du portefeuille (autofinancé) (HS, H,). Démontrer
I’égalité : 3
th = Hte_rotst(}l +T11— T'())dt + Hte_TOtSto‘th

3. (a) Montrer qu’il existe une probabilité P, équivalente a P, sous laquelle le processus

Wt:

_ H+T;—rot+wt

est un mouvement brownien standard.



Ch.4 MODELE DE BLACK ET SCHOLES 85

(b) Ondira d’une stratégie autofinancée qu’elle est admissible si sa valeur actualisée V,
est, pour tout t, positive et si sup,.o 1 (Vt) est de carré intégrable sous P. Montrer
que la valeur actualisée d’une stratégie admissible est une martingale sous P.

4. Montrer que si une stratégie admissible simule le call, c’est-a-dire a pour valeur a I’instant
T, Vr = (S+—K),, alors pour tout t < T la valeur de la stratégie a I’instant t est donnée
par :

Vi = F(t,Sy)
ou?

F(t,x) =E (Xe*(ﬁ+(62/2))(T7t)+6(WT7Wt) _ Kefro(pt))
) +

5. Montrer (par un calcul détaillé) que
F(t,x) = e T YxN(d;) — Ke ™ T"YN(d,)
ou N est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et :
log(x/K) + (1o — 11 + (0%/2))(T — t)

d = oVl —t
o Jog(x/K) + (ro— 1 — (0%/2))(T— 1)
2 oVl —t

6. On demande maintenant de montrer que I’option est effectivement simulable.
(@) On pose Sy = e ~T)tS, Montrer I’égalité :

(b) Soit F la fonction définie par F(t, x) = e ™F(t, xe(~"1)t) (F désignant la fonction
définie dans la question 4). On pose C; = F(t,S,) et C, = e ™'Cy = F(t,S).
Montrer I’égalité :

. OF -
dCt = &(t, St) Ge_rOtStth

(c) En déduire que le call est simulable et expliciter le portefeuille ((H?, H,)) simulant
cette option.

7. Ecrire une relation de parité call-put, analogue a celle vue en cours pour les actions et
donner un exemple d’arbitrage possible lorsque cette relation n’est pas vérifiée.

Probléme 3 Options d’échange

On considere un marché financier dans lequel il y a deux actifs risqués de prix respectifs S! et
S2 a Iinstant t et un actif sans risque de prix S° = e™ a I’instant t. L’évolution des prix S! et
S2 au cours du temps est modélisée par les équations différentielles stochastiques suivantes :

ds! = S!(wdt+ o,dB]
ds? = S?

wpdt + 0,dB?2

ol (B])co.m €t (B2) e,y SONt deux mouvements browniens standards indépendants définis sur
un espace de probabilité (Q, F, P), w1, uz, 07 et o, des nombres réels, avec o1 > 0 et 0, > 0.
On notera 5, la tribu engendrée par les variables aléatoires B! et B2 pour s < t. Les processus
(B! )tejo1 €t (BZ)ieo 1 Sont alors des (F;)-mouvements browniens et, pour t > s, le vecteur
(B! — B!, BZ — B2) est indépendant de F.

Nous allons étudier I’évaluation et la couverture d’une option donnant le droit d’échanger,
a la date T, un des actifs risqués contre I’autre.

e symbole E_désigne I’espérance sous la probabilité P.
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Partie |
1. Onpose O = (u; —71)/07 et 0, = (uy, — r)/02. Montrer que le processus défini par :

1
M, = e O B! —6,BZ—3 (67+63)t

)

est une martingale par rapport a la filtration (F¢) e 1.

2. Soit P la probabilité de densité M+ par rapport & P. On introduit les processus W' et W?2
définis par W, = B! + 0t et W2 = B2 + 0,t. Calculer, sous la probabilité P, la fonction
caractéristique du couple (W}, W?2). En déduire que, pour tout t € [0, T], les variables
aléatoires W] et W2 sont, sous P des gaussiennes centrées indépendantes, de variance t.

Pour la suite, on pourra admettre que, sous la probabilité P, les processus (W])octeT
et (W2)o< <1 SONt des (F;)-mouvements browniens standards indépendants et que, pour
t > s, le vecteur (W} — W] W2 — W?) est indépendant de .

3. Exprimer S! et 52 en fonction de S}, S3 W, et W? et montrer que, sous P, les prix
actualisés S} = e "S! et SZ = e "'SZ sont des martingales.

Partie Il On se propose d’évaluer et de couvrir un option européenne, d’échéance T, don-
nant a son détenteur le droit d’échanger une unité de I’actif 2 contre une unité de I’actif 1. Pour
cela, on reprend la démarche du modéle de Black-Scholes. Le vendeur de I’option, a partir de la
richesse initiale que représente la prime, va construire une stratégie, définissant a chaque instant
t un portefeuille contenant H? unités d’actif sans risque, et H! et HZ unités des actifs 1 et 2
respectivement, de fagon a produire, a la date T, une richesse égale a (S1 — S2) .. Une stratégie
de gestion sera définie par les trois processus adaptés HO, H' et H2.

1. Déefinir de fagon précise les stratégies autofinancées et montrer que si Vi =e "V, est la
valeur actualisée d’une stratégie autofinancée, on a

AV, = Hle ™S!o;dW] + HZe ™S20,dW2.

2. Montrer que si les processus (H])o<i<T €t (HZ)o<i<T d’une stratégie autofinancée sont
uniformément bornés (ce qui signifie : 3C > 0, V(t, w) € [0, T] x Q, |H1(~w)| < C, pour
i=1,2), alors la valeur actualisée de la stratégie est une martingale sous P.

3. Montrer que si une stratégie autofinancée vérifie les hypothéses de la question précédente
et a pour valeur terminale V; = (S1 — S2),, sa valeur a tout instant t < T est donnée par

ou la fonction F est définie par

~

UZ UZ
F(t, X1, Xz) =E <X1 e (W}—W,! )_T] (=) _ Xzeoz (W%_W'EZ)_TZ (T_t)> N (419)
+

le symbole E désignant I’espérance sous P. L’existence d’une stratégie ayant cette valeur
sera demontrée dans ce qui suit. On considéerera dans la suite que la valeur de I’option
(ST —S2), alinstant t est donnée par F(t, S}, S2).

4. Montrer une relation de parité entre la valeur de I’option (S1 — S%), et celle de I’option
symétrique (S% — S1),, analogue a la relation de parité call-put vue en cours et donner
un exemple d’arbitrage possible lorsque cette relation n’est pas vérifiée.
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Partie 111 Le but de cette partie est d’expliciter la fonction F définie par (4.19) et de
construire une stratégie simulant I’option.

1. Soient g; et g, deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes et
soit A un nombre réel.

(a) Montrer que sous la probabilité P, de densité par rapport & P donnée par :

dP™
dP

Az
—= 67\9] 2 s

les variables aléatoires g; — A et g, sont des gaussiennes centrées réduites indepen-
dantes.

(b) En déduire que pour tous réels yq, y2, A; et Ay, 0ona

E (eler?\l g1 __ eyz+7\zgz) —
2 * 2
A 2 A 2
— N <7y#“> —ewtEN <7yfyx) ,
AT +HA; AT HAS

ou N est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
2. Déduire de la question précédente une expression de F a partir de la fonction N.
3. Onpose Cy = e "F(t, S}, $2). En remarquant que :

Co=F(t,8,50 = (e 7 (st -5%) IR),

montrer I’égalité :

~ oF , =~ = oF = =+, =
dC =3 -(t, S1,S%)areslaw, + 3 S!,82)0,e TS 2AW2.
On pourra utiliser le fait que si (X;) est un processus d’It6 de la forme X; = X, +
JoT1dW! + [§72dW2 + [, Kds et est une martingale sous P, alors K, = 0, dtdP-
presque partout.

4. Construire une stratégie de couverture de I’option d’échange.

Probléme 4 Etude de stratégies avec consommation
On considére un marché financier dans lequel il y a un actif sans risque, de prix SO = e™
a I’instant t (avec r > 0) et un actif risque, de prix S¢ a I’instant t. Le modéle est étudié
sur I’intervalle de temps [0, T] (0 < T < o0). Dans ce qui suit, (Si)o<t<T €St un processus
stochastique deéfini sur un espace de probabilité (Q, F, P), muni d’une filtration (F¢)o<t<7. ON
suppose que (Fi)o<t<T est la filtration naturelle d’un mouvement brownien standard (B+)o<i<T
et que le processus (St)o<t<T st adapté a cette filtration.

Nous allons étudier des stratégies dans lesquelles la consommation est autorisée. L’évolution
de (St)o<t<T est régie par le modeéle de Black-Scholes :

dSt = St(}ldt + GdBt),

2
avec 1 € Ret 0 > 0. On note P* la probabilité de densité e 0BT par rapport & P, avec
0 = (u—7)/o. Sous P*, le processus (Wy)o<i<T, défini par Wy = =t + By, est un mouvement
brownien standard.
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Une stratégie de consommation est définie par trois processus stochastiques :

(H®) o< i<, (He)oct<T €L (C(t)) o<t

H? et H, représentent respectivement les quantités d’actif sans risque et d’actif risqué détenues a
I’instant t et c(t) représente le taux de consommation a I’instant t. On dira qu’une telle stratégie
est admissible si les conditions suivantes sont réalisées :

i) Les processus (H?)o<t<T, (Hi)o<t<T €t (c(t))o<t<T SONt adaptés et vérifient

.
J (IHSI+Hf+Ic(t)|) dt < oo, p.s.
0

if) Pourtoutt € [0, TI,

t t t
HOS? + HSy = H3SY + HoSo + J HOdS? + J H,dS, — J c(u)du, p.s.
0 0 0
iii) Pourtoutt € [0, T, c(t) > 0, p.s.
iv) Pour tout t € [0, T], la variables aléatoire HYS? + H,S; est positive et :

t

sup (HSSS + H,S; + J
t€[0,T] 0

c(s)ds)

est de carré intégrable sous la probabilité P*.

Partie |
1. Soient (H)o<t<T, (He)o<t<T €t (c(t))0<t<T) tfois processus adaptés verifiant la condition
i) ci-dessus. On pose V; = H9S? + H,S; et V, = e "*V,. Montrer qu’alors la condition
ii) est Vérifiée si et seulement si on a, pour tout t € [0, T],

t t

Hudgu—J ¢(u)du, ps.
0

\7t =Vy+ J
0
avec S, = e ™S, et &(u) = e e(u).

2. On suppose que les conditions i) & iv) sont vérifiées et on note encore V, = e "V, =
e Tt (HQSQ + HtSt). Montrer que le processus (Vt)ogtg est une surmartingale sous la
probabilité P*.

3. Soit (c(t))o<t<T Un processus adapté, a valeurs positives tel que E* (jgc(t)d’c)2 < 00
et soit x > 0. On dira que (c(t))o<t<T €St un processus de consommation finangable a
partir de la richesse initiale x s’il existe des processus (H?)o<i<T et (H¢)o<t<T tels que
les conditions i) a iv) soient vérifiées, avec, de plus Vo = HSSS + HeSo = x.

(@) Montrer que si le processus (c(t))o<t<T €st finangable a partir de la richesse initiale
x, alors E* (jg e—“c(t)dt) < x.

(b) Soit (c(t))o<t<T Un processus adapte, a valeurs positives tel que :

T 2 T
E* (J c(t)dt) < ooetE* <J e‘“c(t)dt) < x.
0 0

Montrer que (c(t))o<t<T €St un processus de consommation finangable a partir de
la richesse initiale x. On introduira la martingale (Mi)o<(<1 définie par M, =
E* (x + jg e—fsc(s)ds\ft) et on lui appliquera le théoreme de représentation des
martingales.
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(c) Uninvestisseur disposant d’une richesse initiale x souhaite consommer, une richesse
correspondant a la vente de p actifs risqués par unité de temps, a chaque instant ou
S dépasse un certain niveau K. (ce qui correspondac(t) = pStl{St > K})' Aquelle
condition sur p et x cette consommation est-elle financable ?

Partie 11 On suppose, maintenant, que la volatilité est stochastique, c’est-a-dire que le
processus (Si)o<t<T st solution d’une équation differentielle stochastique du type suivant :

dS; = S¢(ndt + o(t)dBy), (4.20)
ol pn € Ret (o(t))o<t<T €St UN processus adapte, veérifiant
vt € [0,T] oy <ot) <oy,

avec des constantes o et o, telles que 0 < o7 < o2. On considere un call européen d’échéance
T et de prix d’exercice K sur une unité d’actif risqué. On sait que si le processus (o(t))o<t<T
est constant (avec o(t) = o pour tout t) le prix du call a I’instant t est C(t, S¢), ou la fonction
C(t, x) Vérifie

2,272
%(t,x) 4 IX0C +rxaa—c(t,x) —rC(t,x) =0 sur [0, T[x]0, ool

2 0x? X
C(Tx) = (x —K)4

On notera C; la fonction C correspondant a o = o et C; la fonction C correspondanta o = o5.
Nous allons montrer que le prix du call a I’instant 0 dans le modéle a volatilité stochastique ci-
dessus est compris entre C4(0, So) et C5(0, So).

On rappelle que si (0+)o<t<T €St un processus adapté borné, le processus (Li)o<i<1 défini

par L, = exp (j; 0,dBs — 3 [§ eﬁds) est une martingale.
1. Montrer (en utilisant les formules de prix sous forme d’espérance) que les fonctions x —
Cq(t,x) et x — Cy(t, x) sont convexes.
2. Montrer que la solution de I’équation (4.20) est donnée par

St _ Soeut+f(t) G(S)dBS*% f(t) cz(s)ds.

3. Déterminer une probabilité P* équivalente a P sous laquelle le processus défini par W =
B + [; £Tds soit un mouvement brownien standard.

o(s)

4. Expliquer pourquoi le prix a I’instant 0 du call est donné par :

Co =FE (e_rT(ST — K)+) .

5. On pose S, = e ™S, Montrer que E* (53) < SZecit.
6. Montrer que le processus défini par :

L. Te
M, = J e—ma—‘(u, S.)o(1)S dW,,
0 X

est une martingale sous la probabilité P*.

7. En utilisant la formule d’Itd et les questions 1 et 6, montrer que e "*C;(t, S;) est une
sousmartingale sous la probabilité P*. En deduire que C4(0,So) < Co.
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8. Démontrer I’inégalité Coy < C5(0, So).

Probleme 5 Option sur option

On considere un marché financier dans lequel il y a un actif sans risque, de prix S¢ = e™ a
I’instant t (avec v > 0) et un actif risqué, de prix S; a I’instant t. Le modele est étudié sur
I’intervalle de temps [0, T] (0 < T < 00). Soit (S¢)o<t<T Un processus stochastique défini sur
un espace de probabilité (Q, F, P), muni d’une filtration (F¢)o<t<1. On suppose que (Fi)o<t<T
est la filtration naturelle d’un mouvement brownien standard (B+)o<t<T €t que I’évolution du
processus (Si)o<t<T st régie par le modele de Black-Scholes :

dSt = St(udt + O—dBt),

avecp € Reto > 0.

Nous alllons étudier un exemple d’option sur option. On considére une option d’achat
d’échéance T; €]0, T[ et de prix d’exercice K; sur un call d’échéance T et de prix d’exercice K
sur une unité d’actif risqué. La valeur de cette option a I’écheance T, est donc :

h = (C(T1)ST1 ) - K1)+>

ou C(t, x) est le prix du call sous-jacent (donné par la formule de Black-Scholes).

1. (a) Dessiner la représentation graphique de la fonction x — C(Ty, x). On montrera que
ladroite y = x—Ke"(T=T1) est une asymptote (utiliser la formule de parité call-put).

(b) Montrer que I’équation C(T;, x) = K; admet une unique solution x;.

2. Montrer que la valeur, a un instant t < Ty, de I’option définie par h est égale a G(T; —
t,S¢), la fonction G étant définie par

G(0,x) =E {e‘re <C <T1,xe(r7)e+ ﬁg) — K1>

ou g est une gaussienne centrée réduite.

)

3. (a) Montrer que la fonction x — G(0, x) est croissante, convexe.
(b) On cherche maintenant a expliciter G. On note N la fonction de répartition de la loi

normale centrée réduite. Montrer I’égalité

G(0,x) =E le_reC <T1,xe (r_%)eﬂﬂ/ég) 1{9>d}] — Kie ™N(d),

ou

i log(x/x1) + (r — “—22) 0
= 78 _

(c) Montrer que, si g est une gaussienne centree réduite indépendante de g, on a, en
posant 0, =T — Ty,

G(0,x) + K167T6N(d) - E [(Xed(\/égh/am )*%2(94‘91) _ Ker(9+91)) 1A] ’

ou I’événement A est défini par

A= {G(\/5g+ \/9>191) > — <Iog(x/K1) + (r— %2> (6+61)> etg > —d}.
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(d) Déduire de ce qui précede une expression de G(60,x) a I’aide de N et de la fonction
N définie par

Nz(y,y1,p) =Plg<y,g+pg1 <yi) pour y,y;,pecR.

4. Montrer que I’on peut couvrir parfaitement I’option sur option étudiée a I’aide d’un por-
tefeuille ne contenant que des actifs sans risque et des calls sur I’actif risqué sous-jacent.

Probléme 6 Comportement du prix critique preés de I’échéance

On considére un put américain d’échéance T et de prix d’exercice K sur une unité d’actif risqué.
Dans le modele de Black-Scholes, le prix a un instant t < T de cette option est égal a P(t, S+),
la fonction P étant définie par

i
P(t,x) = sup E* (Ke”—xe“WTUZ_ZT) ,
T€To Tt
ou 7o 1 est I’ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [0, T —t] et (W4)o<t<T €St, sous P*, un
mouvement brownien standard. On suppose v > 0. Pour t € [0, T[, on note s(t) le prix critique
a I’instant t, défini par
s(t) =inf{x > 0| P(t,x) > K—x].

On rappelle que lim_,1s(t) = K.
1. Soit P, la fonction donnant le prix du put européen d’échéance T et de prix d’exercice K :

P.(t,x) =E (er(Tt)K —xeV Ttgcz—z(Tt))jL :

ou g est une gaussienne centrée réduite. Montrer que, si t € [0, T[, I’équation P.(t,x) =
K — x a une unique solution dans ]O, K[. On note s.(t) cette solution.

2. Montrer que s(t) < se(t), pourtout t € [0, T[.
3. Montrer que

K —se(t) K —se(t) N
— > R
IlﬂlTnf Tt E <I|Q|Tnf VAT oKg| .
On utilisera le lemme de Fatou : pour toute suite (X, )nen de variables aléatoires positives,
E(liminf,_ o X,) < liminf,_, E(X,.).

4. (a) Montrer que, pour tout nombre réel n,
E(—Kog)" >n.

(b) En déduire que

lim K =St K=s L

t—=T T—1t t—-T /T —1t

Probléme 7 Option sur moyenne
On considére un marché financier dans lequel il y a un actif sans risque, de prix SO = e™ a
I’instant t (avec v > 0) et un actif risqué, de prix S; a I’instant t. Le modele est étudié sur
I’intervalle de temps [0, T] (0 < T < o0). Le processus stochastique (S¢)o<t<T est défini sur
un espace de probabilité (Q, F, P), muni d’une filtration (F¢)o<t<1. On suppose que (Fi)o<t<T
est la filtration naturelle d’un mouvement brownien standard (B)o<t<T €t que I’évolution du
processus (Si)o<t<T est régie par le modele de Black-Scholes :

dSt = St(udt + O—dBt),
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avec 1 € R et o > 0. On notera P* la probabilité de densité e*eBT*ezTT par rapport a P, avec
0 = (u—7)/0. Sous P*, le processus (W4)o<i<T, défini par W, = ¥t + By, est un mouvement
brownien standard.

Nous allons étudier une option dont la valeur a la date d’échéance T est donnée par

1 (7 i
h= (= t—K
(fisae)

ou K est une constante positive. Une telle option est appelée option asiatique.

Partie |

1. Rappeler brievement pourquoi la valeur a un instant t (t < T) de I’option asiatique ci-
dessus est donnée par
ft] .

17 '
V,=E* | e TV (—J S.dt — K)
T Jo
St — KeiT(Tit).

2. Montrer que sur I’événement {% [sSudu > K}, ona

efr(Tft) t -l_efr(Tft)
A PR E Al

. ; Sudu+ -

3. Onpose S, = e ™S, pour t € [0, TI.
(@) Démontrer I’inégalité
E (Se—Ke ™) <E [e (ST K)].

(Conditionner par F).
(b) En déduire que
Vo < E” [efﬂ (St— K)ﬂ y

c’est-a-dire que la valeur de I’option asiatique a I’instant 0 est plus petite que celle
d’un call européen d’échéance T et de prix d’exercice K.

(c) Pourt < u, on note C,,, la valeur a I’instant t d’un call européen d’échéance u et
de prix d’exercice K. Montrer I’inégalité :

e—r(T—t)t 1 t + 1 T -
Vi < f ({ Jo Sudu— K) + T L el ’”)Ct,udu.

Partie |1 On note (&)o<t<T le processus défini par

£ L lfsa -
TS T e '

1. Montrer que (&:)o<t<T €St solution de I’équation différentielle stochastique

dé, = (% + (0% — r)£t> dt — o0&, dW,.
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2. (a) Montrer que

Vt — e—T(T—t)StE*

17 N
<E.t + —J SLdU) |./Tt] y
T Ji
avec St =exp ((r —0%/2)(u—t)+ o(W, — Wt)) .
(b) En déduire que Vi = e TT-YS,F(t, &), avec

1 (7 '
Flt, &) = E° <a+—J s;du) |
T),

3. Déterminer une stratégie de couverture parfaite de I’option étudiée. On admettra que la
fonction F introduite précédemment est de classe C2 sur [0, T[xR et on utilisera la formule
d’1to.

Partie 111 L’objet de cette partie est de proposer une approximation par defaut de V,
consistant a remplacer la moyenne arithmétique par la moyenne géométrique. On pose ainsi :

1 (7 i
Vo=e "TE* <exp (TJ In(St)dt> - K) .
0

1. Montrer que Vo > V.
2. (a) Montrer que, sous P*, la variable aléatoire jg W, dt est une gaussienne centrée de
variance T—;
(b) En déduire que

Vy—eE (Soexp ((r —62/2)(T/2) + o T/3g) _ K)+,

ol g est une gaussienne centrée réduite, et expliciter V, & I’aide de la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite.

3. Démontrer I’inégalite :

T

Vo— Vo < Spe™™™ (e — exp ((rT/2) — UZT/12)> .






Chapitre 5
Evaluation des options et équations aux dérivées partielles

Nous avons vu, au chapitre précédent, que I’on pouvait obtenir une formule explicite du prix
d’une option européenne, dans le cadre du modéle de Black et Scholes. Lorsque I’on s’intéresse
a des modeles plus complexes ou que I’on veut calculer des prix d’options américaines, on ne
connait pas de formule explicite. On a, dans ce cas, le plus souvent recours a des méthodes
numeriques. L’objectif de ce chapitre est de donner une introduction a ces moyens de calcul.

On commence par établir le lien entre le probleme du calcul du prix des options européennes
et une équation aux dérivées partielles de type parabolique . Ce lien est fondé sur la notion
de générateur infinitésimal d’une diffusion. On montre comment résoudre numériquement le
probleme parabolique ainsi obtenu.

Le probléme du calcul des prix d’options américaines est plus délicat, nous ne I’abordons
pas dans sa genéralité, mais uniqguement dans le cadre du modele de Black et Scholes. On montre
en particulier le lien naturel entre la notion d’enveloppe de Snell et un systéme d’inéquations
aux dérivées partielles de type parabolique, et I’on indique comment traiter numériquement ce
type d’inéquations.

Les méthodes d’analyse numérique employées dans ce chapitre étant classiques, nous
n’avons fait que rappeler les résultats qui nous sont utiles sans chercher a les justifier en détail.
On trouvera une introduction a la résolution numérique des équations aux derivées partielles
dans [RT83].

1 Calculs de prix d’options européennes pour les modeles de
diffusion

Dans le modele de Black et Scholes, la valeur d’une option européenne est donnée par :
Ve=E (e TIf(S7)IF)

avec f(x) = (x — K) (pour un call) et (K — x), (pour un put) et :

S = Xoe(rfcrz /2) T+oWr

Le calcul du prix d’une option européenne est un cas particulier du probléme suivant. Soit
(Xt)+>0 une diffusion a valeurs dans R, solution de :

dX, = b (t, X¢) dt + o (t, X;) AW, (5.1)

ou b et o sont des fonctions a valeurs reelles vérifiants les hypotheses du théoréme 5.3 du
chapitre 3 et r(t, x) une fonction continue bornée modélisant le taux d’intérét sans risque. On
cherche a calculer :

Vi=E (e eI (x) 7).
Comme dans le cas du modele de Black et Scholes V, s’écrit :

Vt - F(t) Xt)
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ou:
T t,%x
F(t,X) =E (eft (s, X} )dsf(X:[fX)) ’

avec X% * qui est la solution de (5.1) issue de x a I’instant t. Intuitivementon a :
F(t ) = E (e 0% 60X, = x ).

Mathématiquement, ce résultat est conséquence du théoréeme 5.9 du chapitre 3 . Le calcul de
V, se ramene ainsi au calcul de la fonction F(t, x). Cette fonction F(t, x) peut (sous certaines
hypothéses de régularité a préciser) s’exprimer comme la solution unique de I’équation aux
dérivées partielles :

{ ¥x € R u(T,x) = f(x)

(S +Au—1u)(t,x) =0 V(t,x) €[0,T] xR (5.2)

ou : X
o-(t, x
%f”(x) + b(t,x)f'(x).

Avant de prouver ce résultat, nous commencons par indiquer pourquoi I’opérateur A ; intervient
de facon naturelle lorsque I’on étudie des solutions d’équations différentielles stochastiques.

(Aef) (x) =

1.1 Générateur infinitesimal d’une diffusion
Nous supposons que b et o ne dépendent pas du temps. On note (X)>o une solution de :

Proposition 1.1 Soient f une fonction de classe C? a dérivées bornées et A I’opérateur diffé-
rentiel qui & une fonction f de classe C? associe :

o?(x)
2

Alors, le processus M = f(X{) — jg Af(X;)ds est une Fi-martingale.

(Af) (x) = 7(x) + b(x)f'(x).

Démonstration : La formule d’I1t6 donne :

) = X0 + | FXIAX+ 5 | £(X)0X,)ds.
0 0

D’ou :
t

f(X) = F(Xo) + j £(X,)o(X,) AW,
0

N
+ J [ZGZ(XS)f,/(XS) +b(Xs)f,(Xs)‘| dS»
0

et la proposition résulte du fait que I’intégrale stochastique jg f'(Xs)o(Xs)dW5 est une martin-
gale. En effet, si I’on tient compte du théoreme 5.3 du chapitre 3 et du fait que |o(x)| est majoré
par K(1 + |x|), on obtient :

E (Jtlf’(Xs)lzla(Xs)lzds> < KTsuplf'(x)? (1 +E (swo IXSIZ>> < 4o00.

0 xeR s<T
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Remarque 1.2 Sion note X7 la solution de I’équation différentielle stochastique (5.3) telle que
X5 = x, on déduit de la proposition 1.1 que :

E(f(XF)) =f(x)+E <Jt Af (XX) ds> :

0

De plus, comme les dérivées de f sont bornées par une constante K; et que [b(x)| + |o(x)| <
K(T+|x/)ona:

E (sup |Af(X§)|> < K (1 +E (sup IX’S‘IZ>> < +o0.

s<T s<T

On peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue (x — Af(x) et s — X% sont des fonctions
continues) pour en déduire que :

. 10
% E (f (X})l o = liME (E L Af(X’S‘)ds> — Af(x).

L’ opérateur différentiel A est appelé le générateur infinitésimal de la diffusion. Pour des com-

pléments sur le générateur infinitésimal d’une diffusion on pourra consulter [Bou88] chapitre
8.

La proposition 1.1 se généralise au cas “dépendant du temps”. On suppose que b et o Vvéri-
fient les hypotheses du théoréme 5.3 du chapitre 3 assurant I’existence et I’unicité des solutions
de I’équation différentielle stochastique 5.1.

Proposition 1.3 Si u(t,x) est une fonction de classe C'2 en (t, x) a dérivée en x bornée, et X,
est une solution de (5.1), le processus :

t/ou
M = u(t, Xy) —J 3t + Aqu | (s, Xs)ds
0 t

est une martingale, ou A est I’opérateur (agissant sur la variable x) défini par :

2 02 0
o’(s,x) 0u - b(s,x)—u.

(Asu) (X) = > W Ox

La démonstration est analogue a celle de la proposition 1.1 : on utilise, cette fois, la formule
d’1té pour une fonction du temps et d’un processus d’Itd (voir le théoréeme 4.10 du chapitre 3).
Pour étudier des quantités actualisées, on étend légerement le résultat précédent.

Proposition 1.4 Sous les hypotheses de la proposition 1.3, si r(t, x) est une fonction continue,
bornée sur R™ x R, le processus :

t

M, = e JorleXeidey (¢, X,) — J

s 0
e e T X )av <_u L AU— ru) (s, Xs)ds
0

ot

est une martingale.

Démonstration : Cette proposition se démontre en différenciant le produit

e foreXdsy (g x,),
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grace a la formule d’intégration par parties (voir la proposition 4.12 du chapitre 3), puis en
appliquant, comme précédemment, la formule d’It6 au processus u(t, Xy). ||

Ce résultat se généralise aux cas des diffusions a valeurs vectorielles. Soit I’équation diffé-
rentielle stochastique :

dX] = b'(t,X)dt+ Y P, oy (t, Xy dW]
L : (5.4)

dXP = bM(t, X)) dt+ Y 7 on (£, Xe) dWL.

On suppose que les hypothéses du théoreme 5.5 du chapitre 3 sont vérifiees. On introduit, pour

chaque t I’opérateur différentiel A qui a une fonction f de classe C? de R™ dans R associe la
fonction :

(Af) ( Z ai;(t,x) axlax] —I—Zb (t,x)=—(x),

i,j=1
ou ay(t,x) est la matrice définie par ay(t,x) = Zk:] crik(t,x)crjk(t,x). Avec des nota-
tions matricielles a(t,x) = o(t,x)o*(t,x) ou o* est la transposée de la matrice o(t,x) =
(O-ij(tx))i)j-

Proposition 1.5 Si (X;) est une solution du systéeme (5.4), si w(t, x) est une fonction a valeur
réelle de classe C'? en (t,x) a dérivée en x bornée sur R* x R™ et si r(t, x) est une fonction
continue bornée sur R™ x R, le processus :

s 0
e—fo r(v,Xy)dv (a_u +Au— ) (S,Xs)ds

t
Mt == ei‘[o T(s,Xs )ds (t Xt) J
0

est une martingale.

La démonstration de la proposition 1.5 repose sur la formule d’1t6 “multidimensionnelle” énon-
cée page 55.

Remarque 1.6 L’opérateur différentiel 0/0t + A est parfois appelé opérateur de Dynkin de la
diffusion.

1.2 Calculs d’espérances et équations aux dérivées partielles

Nous allons, maintenant, établir le lien entre le calcul du prix d’une option européenne et
une équation aux derivées partielles de type parabolique. On se donne (X¢)>o une diffusion a
valeurs dans R™, solution du systeme (5.4), f(x) une fonction de R™ dans R, r(t, x) une fonction
continue et bornée. On cherche a évaluer :

Vo= (eI sy 7,

On peut prouver de facon analogue a ce que nous avons vu au début de ce chapitre, lorsque
n=1,que:
vt - F(t) Xt))

avec, si I’on note X** la solution unique de (5.4) issue de x a I’instant t :
F(t,X) =E (e J‘t SXt ) de(Xt X))

Le résultat suivant permet de relier la fonction F a une équation aux dérivées partielles parabo-
lique.
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Théoréme 1.7 Soit u une fonction de classe C'%en (t, x) & dérivée en x bornée sur [0, T| xR™,
vérifiant :
Vx € R™ u(T, x) = f(x),

et

0
<a_LtL + Atu—m> (t,x) =0 V(t,x) €[0,T] x R"

Alors :

W(t,x) € [0,T] x R™ w(t,x) = F(t,x) = E (eﬂ r(S»X?”dﬂf(>q»x)) .

Démonstration : Prouvons I’égalité w(t,x) = F(t,x) pour t = 0. Par la proposition 1.5, on
sait que le processus :

t x
Mt — effo r(s,X% )dSU(t, XS,X)

est une martingale. En écrivant E(M,) = E(M+) on obtient :

U(ny) = E(eJ‘gr(S,Xg’x)dSu(-l—)X%x))

- E (e—fg T(s,ng"]de(XQr,X))

puisque u(T, x) = f(x). La démonstration est similaire lorsque t > 0. [ |

Remarque 1.8 Le théoreme 1.7 suggere la méthode suivante pour calculer :
F(t,x) =E (e_ItT r(S‘X§’X]de(X_tr,X)) .

f étant donnée, il suffit de résoudre le probleme :

ot (5.5)
u(T,x) =f(x), Vx € R™

{ M Am—ru=0 dans[0,T] x R"
Le probléeme (5.5) est une équation de type parabolique avec condition terminale (la fonction
u(T,.) étant donnée).

Pour que ce probleme soit bien posé, il faut se placer dans un espace fonctionnel adéquat
(voir [RT83]). Une fois ce cadre défini, il existe des théorémes d’existence et d’unicité et on
pourra affirmer que la solution u de (5.5) est égale & F si on peut prouver que cette solution est
suffisamment réguliere pour que I’on puisse appliquer la proposition 1.4. Ce genre de résultats
s’obtient généralement sous une hypothese d’ellipticité pour I’opérateur A, de la forme :

aC >0, V(t,x) € [0, T] x R™

\V/(EJ) Y E»TL) € R™ Z ai]'(t) X)Evl‘i] Z C (Z E»%) ) (56)
ij

i=1

et des hypothéses de régularité sur b et o.
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1.3 Le cas du modele de Black et Scholes

On se place sous la probabilité P* pour laquelle le processus (W;)>o €st un mouvement
brownien standard et telle que le prix de I’actif S; risqueé vérifie :

dSt - St (Tdt + O—th) .

L’ opérateur A est alors indépendant du temps et vaut :
(0
A =A% = —x2— 4 rx—.
X X

On peut vérifier (par un calcul direct) que le prix du call donné par la formule F(t,x) =
xN(d;) —Ke ™TYUN(d; — o/T — 1) avec :

log(x/K) + (r+ 02/2)(T — t)

ovT —1t
N(d) = \/%Tﬁooe_"z/zdx,

est solution de I’équation :

d
S L ADS, —r=0  dans [0, T]x]0, +oo]
u(Tx) = (x—XK),, Vx €]0, +ool.

On a un resultat analogue pour le put.
L’ opérateur A" ne vérifie pas la condition d’ellipticité (5.6). On peut, cependant, se ramener
a un opérateur elliptique en introduisant le processus X; = log (S¢), qui est solution de :

0.2
dXt — <T’ - 7) dt ‘|‘ Gth»

puisque S; = SoeTo"/2troWa | e générateur infinitésimal du processus Xy, s’écrit :

2 52 o2\ 0
Absflog — G__ - =,
2o <r 2 ) ox

Il est manifestement elliptique (o > 0) et, de plus, a coefficients constants. On note :

. 2 32 2
Abs—log — 0—7% + <T’ _ %) i —T. (57)

Le lien entre le probléme parabolique associé a Abs—log et [e calcul du prix d’une option dans
le modeéle de Black et Scholes s’exprime de la fagcon suivante. Si I’on cherche a calculer le prix
d’une option sur f(S+) a I’instant t et pour un cours x : F(t, x) et si v est une solution réguliere
de :

ot (5.8)

a—v(t,x) + APsTlogy (¢ x) =0 dans[0,T] x R
v(T, x) = f(e¥), Vx € R,

alors, on a F(t,x) = v(t, log(x)).
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1.4 Equation aux dérivées partielles sur un ouvert borné et calcul d’espé-
rance

Nous allons supposer, dans tout ce qui suit, que I’actif évolue dans R et que b(x), o(x)
et r(x) ne dépendent pas du temps. r(x) est le taux d’intérét sans risque et A est I’opérateur

différentiel : 1 52f(x)
_ ! 207TX
(Af)(x) = 30(x)*= 5= +b(x)

On note Af(x) = Af(x) — r(x)f(x). L’équation (5.5) s’écrit :

of(x)
ox

ou ~
{ SE(6x) + Au(t,x) =0 dans [0,T) x R 59)

u(T,x) =f(x), ¥x € R.
Lorsque I’on se pose le probléme (5.9) non plus sur R tout entier mais sur O =]a, b, il faut
alors imposer des conditions aux limites en a et b. Nous allons nous intéresser plus particulié-

rement au cas ou I’on impose des conditions aux limites nulles (on appelle ce type de condition
aux limites condition de Dirichlet). On cherche, alors, a résoudre :

a—t:(tﬂ() +Au(t,x) =0 dans[0,TI x O
u(t,a) =u(t,b)=0 Wt<T (5.10)

u(T,x) =f(x) vxeO.

Une solution réguliére de (5.10) peut aussi s’interpréter en terme de diffusion. On note X** la
solution de (5.3) issue de x a I’instant t.

Théoréme 1.9 Soit u une fonction de classe C'2 en (t, x) & dérivée en x bornée de I’équation
(5.10), alors :

v(t)X) € [O,T] X O LL(t,X) — E ( eiJ‘tT r(ngX)dsf(X:tr,X)) .

1{VS e, T, X € 0}

Démonstration : Nous démontrons le résultat lorsque t = 0, la démonstration est similaire
dans les autres cas. On peut prolonger u de [0, T] x O a [0, T] x R, en conservant le caractére
C"2 de u. On continue a noter u un tel prolongement. Par la proposition 1.4, on sait que le
processus :

t

Mt — e_fé r(XS»X]dsu(t’ XS,X) o J -

S x a
e [oT0G)av (_u + Au— ru) (s,X2™)ds
0
est une martingale. De plus :
T =inf{0<s <T, X2*¢ O} ouT sicet ensemble est vide

est un temps d’arrét borné, car ™ = TX ATEAToUu T = inf{0 < s < T, X* =1} et les T
sont des temps d’arrét (la démonstration est identique a celle de la proposition 3.6 du chapitre
3). En écrivant, le theoreme d’arrét entre O et T, on obtient E(M,) = E(M), soit en tenant
compte du fait que si s € [0, ], Af(X®*) =0

u(0,x) = E<e‘fg T(S*X(S)'X]dSLL(T",Xg’x"))

7fT r(5,X2%)ds 0,x
= E <1{vs elt,T), Xt e 0} u(h Xy )>

—J‘TX r(s,X0°*)ds x yO0,x
+E (1{33 eft,T], Xt g 0} u(r’, Xt )) :
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Mais, d’une part f(x) = wu(T,x) et d’autre part, sur I’événement {3s € [t, T], X\* & O},
u(t, X%) =0, donc :

U(O,X) =E ( e—J‘g r(s,Xg,X]de(Xpr,x)> .

Livs e t, 7], Xt* € 0}

Ceci prouve le résultat pour t = 0. |

Remarque 1.10 Une option sur la variable aléatoire Ft-mesurable :

— (T r(xtx)ds t,x
l{VS e t, 7], XJ;’XE O}e Jer(Xex) f(XT ),
porte le nom d’option “extenguishable” (au sens propre “que I’on autorise a disparaitre”). En
effet, dés que le cours sort de I’ouvert O, la valeur de I’option est nulle : I’option disparait.
Lorsque I’actif suit le modele de Black et Scholes et que O est de la forme ]0, 1[ ou 1, +o0[, on
connait des formules explicites pour ces options (voir [CR85], dans ce livre ce type d’options
porte le nom d’option “down and out”, voir aussi I’exercice 27 du chapitre 4).

2 Reésolution numeérigue des équations paraboliques.

Nous avons vu que I’on peut interpréter le prix d’une option européenne comme la solution
de I’équation aux dérivées partielles (5.9). Nous allons maintenant, introduire une méthode de
calcul numérique qui permet d’approcher une solution de (5.9) : la “méthode des différences
finies”. Cette méthode n’est évidemment pas utile dans le cas du modele de Black et Scholes
(puisque il y a une formule explicite) mais elle est indispensable pour des modéles de diffusion
plus généraux. Nous ne ferons qu’énoncer les résultats importants. Pour une étude détaillée on
consultera [GLT76] et [RT83].

2.1 Localisation

Le probléme (5.9) se pose sur R. Pour le discrétiser on va devoir se restreindre tout d’abord
aun ouvert borné du type O, =] —1, 1], 1 étant une constante a choisir soigneusement si I’on veut
que I"algorithme soit efficace. Il faut de plus imposer des conditions aux limites au bord (i.e. en1
et —1). On utilise soit des conditions de type Dirichlet (i.e. on impose u(l) = u(—1) = 0 ou une
autre valeur plus pertinente) soit des conditions de type Neumann (i.e. on impose (0w/0x)(1l) =
(ou/0x)(—1) = 0 ou, la aussi, toute autre valeur non nulle pertinente). On obtient, par exemple,
dans le cas ou I’on impose des conditions de type Dirichlet I’équation aux dérivees partielles

suivante :
ou(t,x)

o+ Au(t,x) = 0dans [0,T] x O,
u(t,l) =u(t,—1)=0sit € [0,T]
u(T,x) =f(x)six € O
Nous allons montrer comment on peut estimer I’erreur commise lorsque I’on se restreint a

O1. Nous nous intéresserons uniquement au modele de Black et Scholes (aprés changement de
variable logarithmique), I’actif X est donc solution de I’équation :

dX; = (r — 0%/2)dt 4+ cdW,.

On cherche a calculer le prix d’une option sur une variable aléatoire de la forme f(St) =
f(Soe*T). On note f(x) = f(eX). On impose, pour simplifier, des conditions de type Dirichlet.
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On peut prouver que, dans ce cas, la solution u de (5.9) et les solutions w, de (5.10) sont
suffisamment réguliéres pour que I’on puisse affirmer que :

u(t,x) =E (e’r(T’t)ﬁX%X))
et

_ —r(T—t) £/ yvt,x
w(t,x) =E (1{v3 e 16T, e < 1y e T )).

ol Xt* = xexp((r—02/2)(s—t) + o(W;—W,)). Nous supposons, enfin, que la fonction f (et
donc f) est bornée par une constante M et que r > 0. Il est alors facile de se convaincre que :

u(t,x) —wi(t,x)| < MP (3s € [t, T], (X2 > 1).
Mais, sit/ =1 — 0%/2:

s e [t,T], X[ > 1} C {supcoerhe+1/(s — ) + oWy — W) > 1}
C {Suptgng X + o(Ws— W) >1— ‘T,T|} '

Donc :
[u(t,x) —w(t,x)] < MP (SUpcoorx + o(Ws = Wi)| > 1— [r'T])

= MP (SUPocyer (X + oW > 1—['T])
< MP (SUPgeger X + oW > 1—[r'T]).

Or on a établi a la proposition 3.6 que si T, = inf{s > 0, W = a}, alors E(exp(—AT,)) =
exp(—v/2A|al), on en déduit que si a > 0, pour tout A :

P (sup W, > a) =P(Ta<T) < ME(e) < e V2
s<T
En minimisant en A, cela donne :
a2
P (supWs > a) <e T.

s<T o

On en deduit facilement que :

(17)(,2
P <SUp(X + GWS) Z Cl) S ei‘ "ZT‘ )

s<T
puis que, comme (—W)¢>o est encore un mouvement brownien :
P (inf(x +oW;) < —a) =P <sup(—x —oW,) > a) <e o .
ssT s<T
_\afx\z _\a+x\2

Ces deux résultats donnent P (supsST Ix + oWg| > a) < e 21 + e o2t . On peut donc
affirmer que :

= T=x? = Tx)?
) (5.11)

ruum—uﬁm)sm<e Pt |

Ceci prouve que pour t et x fixes lim_,,,, w(t,x) = u(t, x). La convergence est méme uni-
forme en t et en x si x reste dans une partie compacte de R.
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Remarque 2.1 — On peut montrer que P(sup,.+ Ws > a) = 2P(Wyt > a) (Vvoir exercice
18 du chapitre 3), ceci permet d’obtenir une estimation Iégérement meilleure que celle
calculée plus haut.

— L’intérét de la methode de localisation pour les calculs d’options décrite ici réside dans
le fait qu’elle peut se géneéraliser au cas américain et dans ce cas cette étape est incon-
tournable. L’estimation précédente permet alors de choisir de fagcon pertinente le domaine
dans lequel on résoudra numériquement le probléme. Ce choix est crucial dans I’efficacité
de I’algorithme de calcul.

2.2 La méthode des différences finies

Une fois le probléme localisé on obtient, par exemple, dans le cas ou I’on impose des condi-
tions de type Dirichlet le systéeme différentiel suivant :

au(t,X) + /Z\LL(t,X) = (0 dans [O,T] X Ol

(E) u(t,l) =uft,—1) =0site[0,T]
w(T,x) = f(x) six € O,

La méthode des différences finies réalise une discrétisation en temps et en espace de I’équation
(E).

On commence par discrétiser I’opérateur différentiel A sur Oy. Pour cela on remplace une
fonction (f(x))xco, appartenant a un espace de dimension infinie, par un vecteur (f;)i<i<n
de dimension finie. On procéde de la fagon suivante, on pose x; = —1 + 2il/(N + 1), pour
0 <1< N+1, chaque f; est censé approximer f(x;). On approxime les conditions aux limites
par fo = 0, fnyg = 0 dans le cas de conditions de Dirichlet et fy = f;, fyy = fnyg dans le cas
de conditions de Neumann.

Onnote h = 21/(N + 1) et u, = (ul)1<i<n Un vecteur de R™. Pour discrétiser I’opérateur

A par un opérateur Ay, sur RN, on substitue & :

ou(xq) ub !
blx) =t 1 b(xy) R
() —5 T
eta:
it1_ i i_ i1 . . .
2 ) P e i 2w g

0x? h h?

On obtient ainsi un opérateur A, sur R™.

Remarque 2.2 Pour le modéle de Black et Scholes (aprés changement de variable logarith-
mique) :

~ e 1o 02 d%u(x o2 ou(x)
AP = 55 ) < - 7) ai —rul),
on obtient :
X o? i i 0%\ 1 i i i
(Apun)i = e (uh“ —2uy +uy, 1) + (r — 7) T (uh“ —uy 1) .—Tuy

Ay, est donc représenté par la matrice tridiagonale suivante, en tenant compte des conditions
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aux limites de type Dirichlet :

By O -~ 0 0
x p v O 0
~ 0 « B v 0
((Aw),) R
Y/ 1<i<N, 1<j<N 0 .
0 0 x B v
0O 0 O x P
ou: L G_Z_L(r_i)
2h 2

B
Y = mwtm (T - 7)
Si on impose des conditions de type Neumann A+, prend la forme :

B+ v 0 - O 0

5.12
R 5.12)
0 0 0 -+ a B4y

Cette discrétisation en espace permet de ramener (E) a une équation différentielle ordinaire
(En):

dt
up(T) =y
ou f, = (f})1<i<n est le vecteur 1}, = f(x;).
On discrétise alors cette équation en temps grace a ce que I’on appelle des 8-schémas. Cela
signifie que I’on se donne 6 € [0, 1], k un pas de temps tel que T = Mk et que I’on approxime
la solution u, de (Ey) a I’instant nk par uy, i solution de :

(En) { T At =0 sio<t<T

uM = f
h,k h
n décroissant, on résout pour chaque n :
(Eh,k) un—H —un . .
%+6Ahugk+ (1—0)Apupt' =0 sio<n<M-—1
Remarque 2.3 — Lorsque 6 = 0 le schéma précédent porte le nom de schéma explicite,

car ul*, se calcule en fonction de ujt'. Lorsque 6 > 0, par contre, on doit résoudre a
chaque étape un systéme du type Tuy;, = b, avec :

T = I—Gk/ih)
b= (1+(1 —e)k/ih) upt!

ou T est une matrice tridiagonale. Ceci est évidemment plus complexe (et donc plus long
informatiquement). Cependant ces schémas sont les plus utilisés dans la pratique, car ils
ont de bonnes propriétés de convergence comme on le verra plus tard.

— Lorsque © = 1/2, on parle de schéma de Crank et Nicholson. Ce schéma est souvent
utilisé pour la résolution de systémes de type (E) lorsque b = 0 et o est constante.
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— Lorsque 6 = 1, on parle de schéma totalement implicite.

Donnons maintenant des resultats de convergence de la solution uy, i de (Ey ) vers u(t,x)
solution de (E) sous hypothése d’ellipticité. Nous renvoyons a [RT83] et a [GLT76] pour une
démonstration. On notera uf(t, x) la fonction :

M N
> ) () id—n2xh/a X Lt

n=1 i=1

Et d¢ I’opérateur de derivation approchée défini par :

(5)x) = 1 (®x + h/2) — blx —1/2)
Théoréme 2.4 On suppose que b et o sont lischitziennes et que r est une fonction continue et
positive. Rappelons que Af(x) vaut dans ce cas 1/20(x)2(92f(x)/dx2) + b(x)(df(x)/dx) —
r(x)f(x). On suppose que I’opérateur A est elliptique : (—Au, W20, > ellul2o,) +
Wli2(0,)) avec € > 0. Alors :
— lorsque 1/2 < 8 < 1sih,ktendentversOona:

limuk =w dans I’espace L2 ([0, T] x Oy)

limduf = 2¢  dans I’espace L% ([0, T] x Oy)

— lorsque 0 < 8 < 1/2, si h, k tendent vers 0 et si de plus limk/h? =0ona:

limuk =u dans I’espace L2 ([0, T] x O,)

limduk = 3¢ dans I’espace L2 ([0, T] x Oy)

Remarque 2.5 — Dans le cas 0 < 6 < 1/2 on parle de schéma conditionnellement
convergent, la convergence n’ayant lieu que si I’on fait tendre h et k et k/h? vers 0. Ces
schémas sont numériquement délicats a exploiter. lls sont peu utilisés dans la pratique,
sauf lorsque 6 = 0.

— Danslecas 1/2 < 0 < 1 on parle de schéma inconditionnellement convergent, la conver-
gence ayant lieu sans restriction, si I’on fait tendre h et k vers 0.

Nous allons maintenant voir comment on resout algorithmiquement I’équation (E+, ). A chaque
pas de temps n on cherche une solution de TX = G ou :

X — U{Lk
G = (I+(1—0)kAy)up}
T = I—k0A,..
T est une matrice tridiagonale. L’algorithme suivant (il s’agit en fait de la méthode de Gauss)

permet de résoudre ce systéeme en utilisant un nombre de multiplications proportionnel a N.
Posons X = (xi)1<i<n: G = (gi)1<i<n €t :

b1 C1 0 s 0 0

ar bz Co 0 s 0
T 0 als b3 .CS .. .. O

0 -

0 0 an—1 bno1 N
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On procéde alors de la fagon suivante : on rend la matrice T triangulaire inférieure par la mé-
thode du pivot en partant du bas de la matrice.

Remontée :
by =bn
gn = 9N

Pour 1 <i < N —1, idécroissant :
bi =b; —ciait1/b{
/

9i = 0gi— Cigi,+1 /bi—H

Apreés cette transformation on obtient un systeme équivalent de la forme T’X = G’, avec :

b, 0 0 - 0 0

a b, 0 0 - 0

0 az by, 0 - 0
T =

o T E

0 0 e AN—T b]/\]71 0

0 0 0 - an bk

Il suffit, alors, de calculer X en partant du haut de la matrice.

Descente :

x1 = g1/b]

Pour2 <i <N, 1icroissant
Xi = (9{ - aixi—l)/bi/

Remarque 2.6 Lamatrice T n’est pas forcément inversible. Cependant, si elle veérifie, pour tout
i, |ai| + |ci| < |byil, on peut prouver qu’elle I’est. Lorsque T n’est pas inversible, I’algorithme
précédent peut conduire a des résultats erronés. 1l est facile de vérifier que la condition précé-
dente d’inversibilité est remplie, dans le cas du modéle de Black et Scholes si [r—o2/2| < o2/h,
c’est a dire si h est suffisamment petit.

3 Le probleme des options américaines

3.1 Formulation du probléme

La théorie des options américaines pour les modeles a temps continu est délicate. Pour le
modele de Black et Scholes, on a obtenu la formule suivante pour la valeur d’un call (f =
(x — K)) oud’un put (f = (K —x),) américain :

vt - (D(t) St)

ou:
Blt,x) = sup £ (&1t (el e o)
€T T
ou, sous P*, (W4) >0 est un mouvement brownien standard et 7; 1 I’ensemble des temps d’arrét
a valeurs dans [t, T]. Dans le cas du call américain (sur une action sans dividende), on obtient la
méme expression que pour le call européen, mais, pour le put américain, il n’y a pas de formule
explicite et les méthodes numeériques sont inévitables.
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Le probleme a résoudre est un cas particulier du probléeme suivant : étant donnée une “bon-
ne” fonction f et une diffusion (X;)>o a valeurs dans R™, solution du systeme (5.4), calculer la
fonction :

O(t,x) = sup E <efff(s’x?x)dsf (XE*)) .

€T T

Notons que I’ona @ (t,x) > f(x) et (en prenantt = T) O (T, x) = f(x).

Remarque 3.1 On peut alors démontrer (voir chapitre le 2 pour I’analogie avec les modeles
discrets et le chapitre 4 dans le cas du modéle de Black et Scholes) que le processus :

e,J‘(t) r(s,Xs)dscp (t, Xt)
est la plus petite surmartingale majorant a tout instant le processus f(Xy).

Onavu que le calcul du prix d’une option européenne est relié a une équation aux dérivées par-
tielles de type parabolique. Dans le cas d’une option américaine, on a un résultat similaire, mais
qui fait intervenir un systeme d’inéquations aux dérivées partielles parabolique. Le théoreme
suivant précise ce lien. Il est énonceé de facon volontairement informelle.

Théoreme 3.2 Supposons que u soit une ““solution réguliere” du systeme d’inéquations aux
dérivées partielles suivant :

2—1:+Atu—ru§ 0, u>f dans[0,T] x R™
<2_1: +Au— ru) (f —u) =0 dans [O,T] « R™ (513)

u(T,x) =f(x) dans R™

Alors u(t, x) = (t,x) = SUpcy, , E (e—fff(s‘xﬁ’x)de (X‘;»X)) _

Démonstration : Nous n’allons pas donner une démonstration précise de ce résultat, mais sim-
plement ses grandes lignes. Pour une démonstration détaillée, on consultera [BL78] (chapitre 3
section 2) et [JLL90] (section 3). On se raméne au cas ou t = 0 (la demonstration étant pratique-
ment identique lorsque t > 0). On note X7 la solution de (5.4) issue de x en 0. La proposition
1.3 permet d’affirmer que le processus :

t

M., = 7J'ér(s,X’s‘)ds . X* _J
t € 'LL(, t) 6t

. ou
e JorvX)av <— +Au— ru) (s, X5)ds
0

est une martingale. En appliquant le théoreme d’arrét (théoréeme 3.4 du chapitre 3) a cette mar-
tingale entre O et T, un temps d’arrét plus petit que T on obtient E(M ) = E(M,), et comme
XL Au—Tu<LO:

u(0,x) > E (e’Ig r(sX3)dsyy (T, X’T‘)) .

Mais u(t,x) > f(x), donc u(0,x) > E (e—fg T(va?]dsf(X@) . Ce qui prouve que :
u(0,x) > sup E (e—féi r<S'><?J0151f(><:)) = F(0, x).
€Ty, 1

Maintenant, si on pose To,e = INf{0 < s < T u(s, X¥) = f(X¥)}, on peut montrer que T, est
un temps d’arrét. D’autre part, pour s entre 0 et Ty, ONa :

ou
(a +Au— ru) (s,X}) =0.
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On en déduit, grace au théoréme d’arrét, que :

Topt

u(o,x):E(eIo Xy (g, X )).

Topt

Mais a I’instant Topt, W(Topt, X =f(X* ),dou:

Topt

u(O,x) _E <e_fgopt r(s,X’S‘)de(XX )) )

Topt)
Topt

Topt

Ce qui prouve que w(0,x) < F(0,x), puis que u(0,x) = F(0,x). On a méme “démontré” que
Topt €St UN temps d’arrét optimal (i.e. qui realise le supremum parmi tous les temps d’arrét). W

Remarque 3.3 La formulation précise du systeme (5.13) est délicate, car méme pour f régu-
liere, la solution u n’est pas de classe C? en général. La bonne méthode consiste a introduire
une formulation variationnelle du probléme (voir [BL78]). La démonstration qui est esquissée
plus haut est rendue difficile par le fait que I’on ne peut pas appliquer directement la formule de
Itd a une solution de I’inéquation précédente.

3.2 Le put américain dans le modele de Black et Scholes

Nous quittons le cas général pour nous occuper du calcul du put américain dans le cas du
modeéle de Black et Scholes.

On se place sous la probabilité P* pour laquelle le processus (W;)>o est un mouvement
brownien standard, et telle que le prix de I’actif S vérifie :

dSt - St (Tdt + O—th) .

On a vu au paragraphe 1.3 que I’on peut se ramener a un opérateur elliptique en introduisant le

processus :
2

Xy =log (S¢) =log (So) + <T - %) t+ oWy,

Le générateur infinitésimal de X, A est alors indépendant du temps et :
2 32 2
Abs—log _ Abs—log _ .. _ G_a_ _ G_ i _
A A T zaxz—i—(r 2)ax T.
SiI’on note ¢(x) = (K —e*) 4, I’inéquation au dérivées partielles associée au calcul du prix de
put américain s’écrit :
¢ 0 ~
a—:(t,x) + APsloay(t x) <0 p.p.dans [0,T] x R
v(t,x) > d(x) p.p.dans [0, T] x R
0 ~
(v(t,x) — d(x)) (a—:(t,x) +Ab“°9v(t,x)) =0 p.p.dans[0, T] x R
L V(T x) = d(x).

Le théoreme suivant donne un résultat d’existence et d’unicité pour cette inéquation aux déri-
vées partielles et établit le lien avec le prix du put américain @ (t, x).

(5.14)

Théoreme 3.4 L’inéquation (5.14) admet une solution unique v(t, x) continue et bornée telle

; e 7 - . . 2 . ,
que les derivees au sens des distributions g—zg{ g—XX soient localement bornées. De plus cette
solution verifie :

v(t,log(x)) = @(t,x) = sup E* (e f (xel A tatne ) )

€T, T
Pour une démonstration de ce résultat on consultera [JLL90].
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Résolution numérique de I’inéquation

Nous allons voir comment on peut résoudre I’inéquation (5.14) par une méthode numérique.
On procede essentiellement de la méme facon que dans le cas européen. On commence par
localiser le probleme pour se ramener & une inéquation dans @, =] —1, 1[. On doit alors imposer
des conditions aux limites en +1. Par soucis de simplicité, nous écrivons, ici, I’inéquation avec
des conditions de type Neumann en annulant les dérivées en x en £1* :

%(t,x) + Abs—logy(t x) <0 p.p.dans[0,T] x Oy
v(t,x) > d(x) p.p.dans [0, T] x Oy

(A)d (v— o) (%(t,x) n Abslogv(t,x)> —0 pp. dans[0,T] x O,
V(T x) = b(x)

d
Nt +1) =o.
\ aX

Nous allons maintenant discrétiser I’inéquation (A) a I’aide de la méthode des éléments
finis. On reprend les notations du paragraphe 2.2. En particulier M est un nombre entier tel que
Mk = T, f}, est le vecteur donné par f: = ¢(x;) ol x; = —L+ 2il/(N + 1) et Ay, est donné
par (5.12). On note, si u et v sont deux vecteurs de R™, u < vpourVvVl <i<mn, u; <v; lLa
démarche est alors formellement similaire a celle du cas européen : par discrétisation en espace
et en temps, on se ramene a I’inéquation en dimension finie (A, ) :

Etsi0<n<M-—1
(Ani) { Uhk = Th . .
upt! —uft + Kk (OAR + (1 - 0)Anui) <0

| (! = ul K (OARUT .+ (T— O)ARURL ) uly — i) =0

ol (x,y) est le produit scalaire de RN et A, est donnée par (5.12). Si on note :
T = I-k6A,

X = upy
G = (I+k(1-0)Ay)up}
F - fh)
on a a résoudre a chaque pas de temps n, le systeme d’inéquations :
™X>G

(AD) X>F
(TX—G,X—F) =0.

T est la matrice tridiagonale :

a+b ¢ O 0 0

a b ¢ O 0

0 a b ¢ 0
T = )

0 : . :

0 0O --- a b c

0 0O 0 --- a b+c

. . . - . ov
1En pratique on impose plutot les conditions aux limites suivantes, plus naturelles, a—(t, L)=0etv(t,—1) =
X

$(-1).
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avec .

a = Gk(—z‘%—kﬁ(r—%))
b o= 1+0k(&+7)

— ox(f k(- %))

(AD) est une inéquation en dimension finie. On sait résoudre de tels systemes d’inéquations a
la fois théoriquement et algorithmiquement, si la matrice T est coercive (c’est a dire si X.TX >
aX.X, avec oc > 0). On peut d’autre part vérifier que, dans notre cas, T vérifie cette hypothése Si
r— | < Setsixr— %
et donc, en utlllsant que 2lxy| < x? +y?

n n —
x.Tx = E axi_lxi—i—g bxf—i—g CX{X1+]+GX%+CX$L

1

> (a/2) i( Xi_ 1+x) be - c/Z)Z(xijxfﬂ)jLax%—kcxﬁ
i=2

i=1
2 n
2
i=1

k
> <a—|—b—|—(:—§|a—(:>;xi > (1—5L

Sous cette hypothése de coercivité on peut prouver qu’il existe une solution unique pour le
probléme (A k) (voir exercice 28).

Le théoreme suivant precise la nature de la convergence d’une solution de (A ) vers la
solution de (A). On note :

M N
ug(t, x) Z Z up )il —h/2x+/20 X Lin-nkni-

n=1 i=1

Théoréme 3.5 Si u est une solution de (A),

1. si @ < 1 la convergence est conditionnelle : si h et k tendent vers 0 et si k/h? tend vers
O alors:

limuk =u dans I’espace L2 ([0, T] x Oy)

limduf = 2%  dans I’espace L% ([0, T] x Oy)

2. si © = 1 la convergence est inconditionnelle : la convergence précédente a lieu si h et k
tendent vers O sans restriction.

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [GLT76] et [Zha97].

Remarque 3.6 Dans la pratique on utilise surtout © = 1, a cause de ses propriétes de conver-
gence inconditionnelle.

Résolution algorithmique de I’inéquation en dimension finie

Dans le cas du put américain, et lorsque le pas h est suffisamment petit, on sait résoudre le
systeme (AD) tres efficacement en modifiant I’algorithme de résolution des systémes d’équa-
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tions tridiagonaux. On procede comme suit (on note b le vecteur (a +b,b,...,b+c¢)):

Remontée :
by =bn
N = 9N
Pour 1 <i <N —1, 1idécroissant
b{ =b;—ca/b,,
/

gi = gi — €gi11/bi
Descente “américaine” :
x1 = 9g1/b;
Pour 2 < i < N, 1icroissant

Xi = (9{ — aXk—1 )/b{
Xi = sup(xy, fi)

On trouvera la preuve que, sous les hypotheses précédentes, cet algorithme calcule bien une
solution de I’inéquation (AD) dans [JLL90].

Remarque 3.7 L’algorithme est exactement le méme que dans le cas européen en dehors de
I’étape x; = sup(X, f;). Ceci le rend trés efficace.

Il existe d’autres algorithmes permettant de résoudre les inéquations en dimension finie,
on trouvera une description de certaines de ces méthodes dans [JLL90] (pour des methodes
exactes) et [GLT76] (pour des méthodes itératives).

Remarque 3.8 Lorsque I’on fait © = 1 dans (A ), que I’on impose des conditions aux limites
du type Neumann et que I’on applique I’algorithme de résolution précédent, la méthode de
résolution porte le nom d” “algorithme de Brennan et Schwartz” [BS77].

Il faut bien noter que I’algorithme précédent ne calcule la solution correcte du systéme d’in-
équations (AD), que sous les hypotheses soulignées plus haut, en particulier, il est spécifique
au cas du put américain. Il existe des cas ou le résultat calculé par cet algorithme n’est pas la
solution de (AD), comme on s’en convainc aisément sur I’exemple suivant :

1 -1 0 1 0
M=| - 1 0], F=|2], G=|o
0 0 1 0 1

La solution calculée par I’algorithme vaut alors :

x=1|21,

qui n’est pas solution de (AD).

Remarque 3.9 On pourra trouver une implémentation de I’algorithme de “Brennan et
Schwartz” décrit dans ce paragraphe au chapitre 8.
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3.3 La meéthode binomiale pour le calcul du put américain

Nous allons présenter une autre méthode d’approximation du prix du put américain pour
le modéle de Black et Scholes. Soient r, a, b des nombres réels, tels que —1 < a < r < b.
Soit (Sn)n>o le modéle binomial défini par, So = x et S;.11 = Sy Ty, OU (T)n>0 €St une suite
de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées, telles que P(T,, = 1+ a) = p =
(b—71)/(b—a)etP(T, =1+b)=1—p.Onavuau chapitre 2 paragraphe 4 que le prix du
put américain, dans ce modele, s’ecrivait sous la forme :

Pn - Pam(n) Sn))
et que la fonction P,..(n, x) pouvait se calculer a I’aide de la relation de récurrence :

Pam(m,x) = max (- (K—x)",
PPam(m+1,(1+a)x) + (1 —p)Pam(n+ 1, (1 +b)x)> (5.15)
T+ '

et de la valeur en N, P.(N,x) = (K — x)*. D’autre part, le probléme corrigé du chapitre 1
paragraphe 4 prouve que si :

_ RT
T = N
1+a = e VTx
. (5.16)
1+b = e "' W
p = &I,

le prix d’une option européenne dans ce modéle binomial approxime le prix pour le modele de
Black et Scholes, pour un taux d’intérét R et une volatilité o. Cela suggere la méthode de calcul
suivante pour le calcul du put américain. On se donne une valeur de N, on fixe les valeurs de
r,a,b,p a I’aide de (5.16) et on utilise la relation de récurrence (5.15) pour calculer le prix
associé a cette discrétisation PN () aux points x(1 + a)™ (1 +b)}, 0 < i < n. Il semble
maturel de penser que PX_(0,x) est une approximation du prix américain dans le modele de
Black et Scholes P(0, x).

On peut, effectivement, demontrer que limy_, 1 Pam(0, x) = P(0, x). Le résultat précédent
est délicat a justifier (voir [Kus77] et [LP90]), nous ne chercherons pas a le démontrer.

La méthode que nous venons de décrire porte le nom de méthode de Cox Ross Rubinstein.
Elle est décrite dans [CR85].

4 Exercices

Exercice 28 On note (X,Y) le produit scalaire de deux vecteurs X = (xi)i<i<n €t Y =
(Ui)1<i<n de R™. La notation X > Y signifie que pour tout i entre 1 et n, x; > y;. On sup-
pose que M Vérifie, pour tout X de R™ (X, MX) > «(X, X) avec o« > 0. Nous allons étudier le
systeme :

MX > G

X>F

(MX—-G,X—F) =0

1. Démontrer que ce probleme est équivalent a trouver X > F tel que :
YW >F (MX—-G,V—X)>0. (5.17)

2. Démontrer I’unicité d’une solution de (5.17).
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3. Démontrer que si M est la matrice identité, alors il existe une solution unique a (5.17).
4. Soit p un nombre positif, on note S,(X) Iunique Y > F tel que :

YW>F (Y—X+4+p(MX—-G),V—-Y)>0.

Montrer que, si p est assez petit, S, est une application contractante.
5. En déduire I’existence d’une solution de (5.17).

Exercice 29 On cherche a approximer le prix du put américain dans le modéle de Black et
Scholes u(t, x). On rappelle que u est solution de I’inéquation aux dérivées partielles :

6;—‘t‘(t,x) + APsu(t,x) <0 p.p.dans [0, T]x]0, +o0]
u(t,x) > (K—x), p.p.dans [0, T]x]0,+oo[

(u—(K—x).) (%—‘t‘(t,x) n Z\bsu(t,x)> —0 p.p.dans [0, TIx]0, +ool

Cu(Tx) = (K=x)4

ou :

1. On note u.(t,x) la valeur du put européen pour le modéle de Black Scholes. Ecrire le
systeme d’inéquations Vérifié par v = u — u..

2. Onvaapproximer la solutionv = u—u. de cette inéquation en la discrétisant uniquement
en temps et en utilisant un seul pas de temps. Lorsque on utilise une méthode totalement
implicite, montrer que I’approximation v(x) de v(0, x) Vvérifie :

—V(x )+TAbS (x) <0 p.p.dans]0, +oo|
V(t,x) > tl)( ) = (K—=x), —ue(0,x) p.p.dans]0,+ool . (5.18)
(%(x) —b(x)) ((x )+TAbS”( )) =0 p.p. dans]0, ool

3. Trouver I’unique valeur de « telle que v(x) = x* soit solution de —v(x) + TAPsv(x) = 0
et telle que lim,, o u(x) =0

4. On va chercher une solution continue a derivée continue de (5.18) sous la forme :

~ Ax*six > x*
Vix) = { P (x) sinon. (5.19)

Ecrire les équations que doivent Vérifier A et o« pour que v soit continue et a dérivée
continue en x*. En deduire, que si v est continue et a dérivée continue, alors x* est solution
de f(x) =xou:

K — (0, x)
ul(0,x) + 1+ o

f(x) = fet]

etul(t,x) = (Oue(t,x)/0x).

5. En utilisant la formule explicite de 1..(0, x) (voir chapitre 4 équation 4.9) démontrer que
f(0) > 0, que f(K) < K (on pourra utiliser la convexite de la fonction u.) et que f(x) —x
est décroissante. En déduire qu’il existe une solution unique a f(x) = x.

6. Démontrer que v(x) définie par (5.19) ou x* est la solution unique de f(x) = x est une
solution de (5.18).
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7. Proposer un algorithme itératif (utilisant une méthode de dichotomie) permettant de cal-
culer x*, avec une précision arbitraire.

8. Ecrire un algorithme en Pascal implémentant une approximation du put américain a
partir de ce qui précéde.

L’algorithme que nous venons de décrire est une version (légérement différente) de I’algorithme
de Mac Millan [Mil86] (voir également Barone-Adesi et Waley [BAW8T]).






Chapitre 6
Modeéles de taux d’intérét

Les modeles de taux d’intérét sont utilisés principalement pour “pricer” et couvrir des obli-
gations et des options sur obligations. Jusqu’a présent, aucun modeéle n’a pu s’imposer comme
modeéle de référence au méme titre que le modele de Black-Scholes pour les options sur actions.
Dans ce chapitre, nous tentons de présenter les principes de base de la modélisation (en suivant
essentiellement [AD89]) puis, nous illustrons la théorie par I’étude de trois modéles particuliers.

1 Principes de la modelisation

1.1 Notion de courbe des taux

Dans la plupart des modeles que nous avons introduits jusqu’a présent, le taux d’intérét est
supposé constant. Dans la réalite, on observe que le taux d’intérét d’un prét depend a la fois de
la date t d’émission du prét et de la date T d’échéance ou de “maturité” du prét.

Une personne empruntant 1 franc a I’instant t, jusqu’a I’échéance T, devra rembourser une
somme F(t, T) a la date T, ce qui équivaut a un taux d’intérét moyen R(t, T) donné par I’égalité

F(t,T)) = el T-IRET),

Si on se place en environnement certain, c’est a dire si on suppose que tous les taux d’inté-
rét (R(t, T)),.+ sont connus, alors, en I’absence d’opportunité d’arbitrage, la fonction F doit
vérifier:

Vt<u<s F(t,s) =F(t,u)F(u,s).

Il est facile en effet d’exhiber des arbitrages possibles lorsque cette égalité n’est pas vérifiée
(exercice!). Cette relation, jointe a I’égalité F(t,t) = 1, entraine, si F est réguliére, I’existence
d’une fonction r(t) telle que :

.
Vt<T F(t,T)=exp <J r(s)ds)

t
et, par conséquent :

1 T
R(t,T) = ﬁ Jt T(S)ds.
La fonction r(s) s’interpréte comme le taux d’intérét instantané.

En environnement incertain, ce raisonnement n’est plus possible. A la date t, les taux d’in-
térét futurs R(w, T) pour T > u > t, ne sont pas connus. Néanmoins, on congcoit qu’il y ait des
liaisons entre les différents taux, le but de la modélisation étant de les préciser.

Le probléme se pose concrétement en terme de pricing des obligations. Nous appellerons
“obligation zéro-coupon” un titre donnant droit a 1 franc a une date d’échéance T et nous note-
rons P(t, T) la valeur de ce titre a I’instant t. On a évidemment P(T, T) = 1 et, en environnement
certain :

P(t,T) = e Ji m(s)ds, (6.1)
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1.2 Courbe des taux en avenir incertain

En avenir incertain, il faut penser le taux instantané comme un processus aléatoire : entre les
instants t et t + dt, on peut emprunter au taux r(t) (dans la pratique c’est un taux a court terme,
par exemple le taux au jour le jour). Pour préciser la modélisation, nous nous placerons sur un
espace probabilisé filtré (Q, F, P, (Fi)o<t<T) et nous supposerons que la filtration (Fy) o<t< €st
la filtration naturelle d’un mouvement brownien standard (W4)o<:<T et que Fy = F. Comme
dans les modéles étudiés precédemment, nous introduisons un actif dit “sans risque”, dont le
prix a I’instant t est donné par :

SS — ef(t) r(s)ds

ou (T(t))o<t<T €St un processus adapté verifiant : jg Ir(t)|dt < oo, presque sirement. L’appel-
lation d’actif sans risque peut sembler étrange pour un actif dont le prix dépend du hasard ; nous
verrons plus loin en quoi cet actif est moins “risqué” que les autres. Les actifs risqués sont ici
les obligations zéro-coupon d’échéance inférieure ou égale a I’horizon T. Pour chaque instant
u < T, nous introduisons donc un processus adapté (P(t,u))o<t<y, Verifiant P(u,u) = 1 et
donnant le prix du zéro-coupon d’échéance u en fonction du temps.

Dans le chapitre 1, nous avons caractérisé, dans le cadre des modeéles discrets, I’absence
d’opportunité d’arbitrage par I’existence d’une probabilité équivalente sous laquelle les prix
actualisés des actifs sont des martingales. L’extension de ce type de résultat a des modeles a
temps continu est delicate (cf. [HK79], [Str90], [AD89] et [DS94]), mais nous avons pu consta-
ter, dans le chapitre 4, que I’existence d’une telle probabilité était vérifiée dans le modele de
Black-Scholes. En nous appuyant sur ces exemples, nous allons ici prendre comme point de
départ de la modélisation I’hypothése suivante :

(H) 1l existe une probabilite P* equivalente a P, sous laquelle, pour tout réel w € [0, T], le
processus (P(t, u))o<t<., défini par :

P(t,u) = e Jor&)dsp(¢ )

est une martingale.

Cette hypotheése entraine un certain nombre de conséquences interessantes. En effet, la propriété
de martingale sous P* donne, en utilisant I’égalité P(u,u) =1

P(t,u) = E* (ﬁ(u,u)‘ft) =FE* (e’ﬂ; r(s)ds ft)

et, en supprimant I’actualisation,

P(t,u) = E* (e i Tl

J—“t) . (6.2)

Cette égalite, qu’il est intéressant de comparer a la formule (6.1), montre que les prix P(t, ) ne
dépendent que du comportement du processus (r(s))o<s<T Sous la probabilité P*. L’hypothese
que nous avons faite sur la filtration (Fy)o<t<T permet de préciser la forme de la densité de la
probabilité P* par rapport a P. Notons Lt cette densité. Pour toute variable aléatoire positive X,
ona: E*(X) = E(XLy) et, si X est Fi-mesurable : E*(X) = E(XLy), en posant L; = E(L+|Fy).
La variable aléatoire L, est donc la densité de la restriction de P* a F; par rapport a P.

Proposition 1.1 1l existe un processus adapté (q(t))o<t<T tel que, pour tout t € [0, T],

Ly =exp (E q(s)dW, — % E q(s)zds) p.s. (6.3)
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Démonstration : Le processus (Li)o<t<T €St une martingale par rapport a (F¢), qui est la
filtration naturelle du mouvement brownien (W,). Il en résulte (cf. paragraphe 2.3 du chapitre 4)

qu’il existe un processus adapté (H:)o<<T Verifiant jg H2dt < oo p.s. et, pour tout t € [0, T] :

t
Li=Lo+ J H,dW, p.s.
0

Puisque L est une densite de probabilité, ona E(Lt) = 1 = L, et, puisque P* est équivalente a
P,onaly > 0p.s. et plus généralement P(L; > 0) = 1 quel que soit t. Pour obtenir la formule
(6.3), on est tenté d’appliquer la formule d’Ito avec la fonction log. Pour cela, on a besoin de
vérifier que P (Vt € [0,T], Lo+ f(t) H,dW; > O) = 1. Cette vérification (qui utilise de maniere
cruciale la propriété de martingale) fait I’objet de I’exercice 30. Ce point étant acquis, la formule
d’Ito donne :

Iog(L)—JtlH dw, —1JtlH2ds p.S
t OLS S S 2 O]—_g S b

ce qui entraine I’égalité (6.3) avec q(t) = }f_f [ |

Corollaire 1.2 Le prix a I’instant t de I’obligation zéro-coupon d’échéance uw > t peut
s’écrire :
P(t LL) —E (e—ﬂl r(s)ds+[}" q(s)dWs—1 [ q(s)?ds

F) . (6.4)

Démonstration : Cela résulte immediatement de la proposition 1.1 et de la formule suivante,
facile & vérifier pour toute variable aléatoire positive X :

E* (X|[F) = E(%:'ﬂ) (6.5)

La proposition suivante permet de donner une interprétation économique du processus (q(t))
(cf. remarque 1.4 ci-dessous).

Proposition 1.3 Pour chaque échéance w, il existe un processus adapté (o}")o<t<., tel que, sur
0,ul :
dP(t,u)

Py (U ora(t))dt 4 oidWy (6.6)

~

Démonstration : Puisque le processus (P(t,u))o<t<y €St une martingale sous P*,
(ﬁ(t,U)Lt)ogtsu est une martingale sous P (cf. exercice 31). De plus, on a : P(t,u)L, > 0
p.s., pour tout t € [0, u]. Alors, par le méme raisonnement que dans la démonstration de la
proposition 1.1, on voit qu’il existe un processus adapté (03")o<t<. tel que J"g(et‘)zdt < ooet:

15(t,u)Lt = ﬁ(o’u)efg oy aw; —3 [; (0Y)*ds

D’ou, en explicitant L; et en supprimant I’actualisation :

t

P(t,1) = P(0,u) exp (Kr(s)ds " E(es— alshaw. |

((83)% — q(S)z)dS) :
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En appliquant la formule d’Ito avec la fonction exponentielle, on obtient :

1 1
Tl < rea 03 — qlt)aws — 5((09)2 — a(ude + (0% — alt)a
= (v(t) +a(t)> —6yq(t))dt + (6} — q(t))dW,,
ce qui donne I’égalité (6.6) en posant : o} = 0} — q(t). [ |

Remarque 1.4 La formule (6.6) est a rapprocher de I’égalité ds—%(t) = r(t)dt, vérifiée par I’actif
dit “sans risque”. C’est la présence du terme en dW, qui rend les obligations plus risquées. De
plus, pour I’intuition, I’expression r(t) — o}'q(t) apparait comme le rendement moyen (i.e. en
espérance) de I’obligation a I’instant t (car les accroissements du mouvement brownien sont
de moyenne nulle) et I’expression —o'q(t) exprime la différence entre le rendement moyen de
I’obligation et le taux sans risque. D’ou I’interprétation de —q(t) comme une “prime de risque”.
Sous la probabilité P*, le processus (W,) défini par : W, =W, — jg q(s)ds est un mouvement
brownien standard (théoréeme de Girsanov) eton a:

dP(t,u)

= r(t)dt + o“dW.. 6.7

Pour cette raison la probabilité P* est souvent appelée probabilité corrigée du risque ou proba-
bilité “risque-neutre”.

1.3 Options sur obligations

Pour fixer les idées, considérons d’abord une option européenne d’échéance 6 sur I’obliga-
tion zéro-coupon d’échéance égale a I’horizon T. S’il s’agit d’un call de prix d’exercice K, la
valeur de I’option a I’instant © est évidemment (P(0, T) — K) , et on peut espérer couvrir ce call
avec un portefeuille constitué de certaines quantités d’actif sans risque et d’obligations. Pour
préciser cela, nous allons définir des stratégies de gestion, en nous limitant a des portefeuilles
constitués, a chaque instant, d’actifs sans risque et de zéro-coupons d’échéance T. Une stratégie
est alors définie par la donnée d’un processus adapté ((H?, H;))o<t<T a valeurs dans R?, H? re-
présentant la quantité d’actif sans risque et H, le nombre d’obligations d’échéance T détenues
en portefeuille a I’instant t. La valeur du portefeuille a I’instant t est donnée par :

Vi = HOS? + HP(t, T) = HO%loT8)ds o H P(t, T)
et la condition d’autofinancement s’écrit, comme dans le chapitre 4, sous la forme :
dV, = H%dS® + H.dP(t,T).

Pour que cette égalité ait un sens, on impose, compte tenu de la proposition 1.3, les conditions
d’intégrabilité suivantes : jg|H$r(t)\dt < oo et jg(Htcr?)zdt < oo p.s.. Comme dans le
chapitre 4, nous définissons les stratégies admissibles de la facon suivante :

Définition 1.5 Une stratégie ¢ = ((H%,Ht))o<t<

la valeur actualisée \7t~(<1>) = H%+ Htf’(t, T) du portefeuille correspondant est, pour tout t,
positive et si sup, |, 1 V: est de carré intégrable sous P*.

N est admissible si elle est autofinancée et si

La proposition suivante montre que sous des hypotheses convenables, on peut couvrir toutes les
options européennes d’échéance 6 < T.
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Proposition 1.6 On suppose sup,. .t [T(t)| < oo p.s. et o{ # 0 p.s., pour tout t € [0, 0].

Soit 0 < T et soit h une variable aléatoire Fo mesurable telle que he I3 7(s)ds 5oit de carré
intégrable sous P*. Alors, il existe une stratégie admissible dont la valeur a I’instant 0 est égale
a h. Lavaleur a un instant t < 0 d’une telle stratégie est donnée par :

]—“t) .

Démonstration : La méthode est la méme que dans le chapitre 4. On observe d’abord que si
V; est la valeur (actualisée) a I’instant t d’une stratégie admissible ((H?, H¢))o<t<T, ON &, €n
utilisant la condition d’autofinancement, la formule d’intégration par parties et la remarque 1.4
(cf. équation (6.7)) :

V, = E* (ejf r(s)dspy

dV, = H.dP(t,T)
HP(t, T)ol dW,.

On en déduit, compte tenu du fait que sup,, 1 V, est de carré intégrable sous P*, que (V) est
une martingale sous P*. On a donc :

vt <0 Vi=E (Vo A)
et, si on impose la condition Vg = h, on obtient
Vt _ ej'é T(S)dSE* <e—fg r(s)dsh|f-t> )

Pour achever la démonstration, il suffit de construire une stratégie admissible ayant a chaque
. y: . 0

instant cette valeur. Pour cela, on montre qu’il existe un processus (J+)o<t<o tel que J"O J2 < oo,
p.s.et:

0
heJoris)as — (hefg f(SJdS) +J JodW,.
0

Noter que cette propriété n’est pas une conséquence triviale du théoréme de représentation des
martingales car on ne sait pas si he I3 ()45 gst dans la tribu engendrée par les Wy, t < 0 (on
sait seulement qu’elle est dans la tribu Fg qui peut étre plus grande ; voir a ce sujet I’exercice
32). Ce point etant acquis, il suffit de poser :

) - Ju

Hom st et HY =E’ (hefc? ris)ds
Ot

P(t,T)o!

pour t < 0. On Vérifie aisément que ((H?, H))o<t<o définit une stratégie admissible (I’hypo-
these supo 7 [r(t)| < oo p.s. permet d’assurer la condition jg Ir(s)H%ds < oo) dont la valeur
a I’instant © est bien égale a h. [ |

Remarque 1.7 Nous ne nous sommes pas poses la question de I’unicité de la probabilité P* et il
n’est pas clair que le processus de risque (q(t)) soit défini sans ambiguité. En fait, on peut mon-
trer (cf. [AD89]) que P* est I’'unique probabilité équivalente a P sous laquelle (ﬁ(t,T))oSth
soit une martingale si et seulement si le processus (o) vérifie : o! # 0, dtdP presque partout.
Cette condition, un peu plus faible que I’hypothése de la proposition 1.6, est exactement ce
qu’il faut pour pouvoir couvrir les options avec des obligations d’échéance T, ce qui n’est pas
étonnant si I’on songe a la caractérisation des marchés complets que nous avons donnée dans le

chapitre 1.
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2 Quelques modeles usuels

Les équations (6.2) et (6.4) montrent que pour calculer le prix des obligations, on a besoin
de connaitre soit I’évolution de r(t) sous P*, soit I’évolution du couple (r(t), q(t)) sous P. Les
premiers modeles que nous allons examiner décrivent I’évolution de r(t) sous P par une équa-
tion de diffusion et choisissent la forme de q(t) de facon a conserver le méme type d’équation
sous P*. Les prix des obligations et des options dépendent alors explicitement de “parametres
de risque” difficiles a estimer. Une des vertus du modéle de Heath-Jarrow-Morton, que nous
présentons brievement dans le paragraphe 2.3 est de fournir des formules de prix d’options
dépendant uniqguement de parameétres régissant I’évolution des taux sous P.

2.1 Le modele de Vasicek

Dans ce modéle, on suppose que le processus r(t) vérifie :
dr(t) = a(b—r(t)) dt + cdW; (6.8)

ou a, b, o sont des constantes positives. On suppose aussi que le processus q(t) est une
constante q(t) = —A, avec A € R. Alors :

dr(t) = a (b* — r(t)) dt + cdW, (6.9)

ol b* = b—Ac/a et W, = W, + At. Avant de calculer le prix des obligations selon ce modéle,
donnons quelques conséquences de I’équation (6.8). Si on pose :

Xt - T(t) - b)
on voit que (X;) est solution de I’equation différentielle stochastique :
dXt = _aXtdt ‘|— Gth,

ce qui signifie que (X¢) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (cf. chapitre 3, paragraphe 5.2).
On en déduit que r(t) peut s’écrire :

t

r(t) =1(0)e ' +b (1 — e’“t) + GeatJ e dW; (6.10)
0

et que r(t) suit une loi normale dont la moyenne est donnée par E(r(t)) = v(0)e * +
b (1 — e~ ) et la variance par Var(r(t)) = o? S%) Cela entraine que P(r(t) < 0) > 0,
ce qui pour la pratique n’est pas trés satisfaisant (sauf si cette probabilité reste trés faible). Noter
que, quand t tend vers I’infini, r(t) converge en loi vers une gaussienne de moyenne b et de
variance %.

Pour calculer le prix des zéro-coupons, on se place sous la probabilité P* et on utilise I’équa-
tion (6.9). D’aprés I’égalité (6.2),

]—“t)

e b (T (eftT Xz ds

P(t,T) = E (eﬂ r(s)ds

]—"t) (6.11)

en posant : X; = r(t) — b*. Comme (X}) est solution de I’équation de diffusion a coefficients
indépendants du temps B
dXi = —aXdt + odW;, (6.12)
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on peut écrire :

£ (e—jj Xz ds

]—"t) CFT—1,X") = F(T—t,r(t) — b*) (6.13)

ou F est la fonction définie par : F(0,x) = E* (e*fg X?ds), (X¥) étant I’'unique solution de
I’equation (6.12) qui Vérifie : X§ = x (cf. chapitre 3, remarque 5.11).

Le calcul de F(0, x) peut se faire complétement. En effet, on sait (cf. chapitre 3) que le pro-
cessus (X¥) est gaussien, a trajectoires continues. 1l en résulte que jg XXds est une gaussienne,
puisque I’intégrale est limite de sommes de Riemann, qui sont gaussiennes. On a donc, d’apres
I’expression de la transformée de Laplace d’une gaussienne,

E* (efg X ds) _ e—E*(J'g Xzds)+LVar(fg X’;ds).

De I’égalité : E*(XY) = xe™“%, on déduit :

0 _ ,—ad
E* (J X’S‘ds) = x]ie.
0 a

Pour le calcul de la variance, on écrit :

0 0 0
Var (J X’S‘ds> = Cov (J X’S‘ds,J X’S‘ds>
0 0 0

0 r0
= J J Cov (XF, X%) dudt. (6.14)
0Jo

Puisque X} = xe “t 4 ge %t [  e®dW,, ona:

t u
Cov (X5, XX) = gle altrwE" (J e“deSJ e“SdWS>
0 0

tAu
_ O_Zefa(t—o—u) J eZast

et, en reportant dans I’égalité (6.14),

0 29 2 2
Var (L X’S‘ds) - Ga—z - % (1- ) - 20_(13 (1 - o),

En revenant aux équations (6.11) et (6.13), on obtient la formule suivante :
P(t,T) =exp [—(T = t)R(T —t,r(t))],

ou R(T—t,r(t)), qui s’interprete comme le taux d’intérét moyen sur la période [t, T], est donné
par la formule :

R(0,1) = Ry — 1 (Ree —T) (1 — e’“e) — G—z (1 — 67“9)2
’ © a0 | ” 4q?
avec R, = limg_,o, R(O, 1) = b* — % Le taux R, s’interprete comme un taux a long terme ;
notons qu’il ne dépend pas du “taux instantane spot” r. Cette derniere propriété est considerée
comme un defaut du modele par les financiers.
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Remarque 2.1 Dans la pratique, se pose le probléme de I’estimation des paramétres et du choix
de la valeur de r. Pour r on choisira un taux court (par exemple le taux au jour le jour ou
“ji”), on pourra alors caler les paramétres b, a, o par des méthodes statistiques sur les données
historiques du taux instantané. Puis on détermine A & partir des données de marché en inversant
la formule de Vasicek. En fait les praticiens déterminent souvent les paramétres, y compris ,
en ajustant au mieux la formule de Vasicek sur les données de marché.

Remarque 2.2 Le calcul des options sur obligations se fait facilement dans le modele de Vasi-
cek, gréace au caractere gaussien du processus d’Ornstein-Uhlenbek (cf. exercice 33).

2.2 Le modele de Cox-Ingersoll-Ross

Dans [CIR85], Cox, Ingersoll et Ross proposent de modéliser I’évolution du taux instantané
par I’équation suivante :

dr(t) = (a —br(t))dt + oy/r(t)dW; (6.15)

avec o et a positifs, b € R, le processus (q(t)) étant pris de la forme : q(t) = —am, avec
« € R. Notons qu’on ne peut pas appliquer a cette équation le théoréme d’existence et d’unicité
gue nous avons donné au chapitre 3, puisque la fonction racine carrée n’est définie que sur R ;.
et n’est pas lipschitzienne. Cependant, grace au caractére holderien de la fonction racine carrée,
on peut montrer le résultat suivant.

Théoreme 2.3 On suppose que (W,) est un mouvement brownien standard défini sur [0, col.
Pour tout réel x > 0, il existe un unique processus continu adapté (X.), a valeurs dans R,
vérifiant Xy, = x et

dX, = (@ —bX,) dt + o1/XdW,  sur [0, ool. (6.16)

Pour une démonstration de ce résultat, nous renvoyons a [IW81], p. 221. Pour permettre I’étude
du modeéle de Cox-Ingersoll-Ross, nous allons donner quelques propriétés de cette équation.
Nous noterons (X}) la solution de (6.16) issue de x et T le temps d’arrét défini par :

% = inflt > 0|X¥ = 0}
avec, comme d’habitude, inf() = co.

Proposition 2.4 1. Sia > 02/2,0naP(t} = 0o) = 1, pour tout x > 0.
2.S5i0<a<o?/2etb>0,0naP(t} < oo) =1, pour tout x > 0.
3.S5i0<a<o0?/2etb<0,0naP(t} < o) €0, 1], pour tout x > 0.

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 34.

La proposition suivante, qui permet de caractériser la loi du couple (X’t‘, jg X’;ds), est la clé
de tous les calculs de prix dans le modéle de Cox-Ingersoll-Ross.

Proposition 2.5 Pour tous réels positifs A et i, on a:

E (efxxg e o X’S‘ds) = e 2P u(Ugmxn (1)
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ou les fonctions ¢, ,, et Y, , sont données par :

t(y+b)
2 2yve 2
Pau(t) = 52 log ( Y )

o’Aet—1)+v—b+er(y+D)

et
Ay+b+e”(y—b))+2u(e” —1)

oA (et—1)+vy—b+et(y+D)

ll)?\,u(t) —
avecy = /b2 + 202

Démonstration : Le fait que I’espérance a calculer puisse se mettre sous la forme e ¢t —xb(t)
résulte d’une propriété d’additivité du processus (X¥) par rapport au paramétre a et a la condi-
tion initiale x (cf. [IW81], p.225, [RY90]). Si, fixant A et w, on considére la fonction F(t, x)
définie par :

F(t,x) = E (e”‘x? e o X?dS) , (6.17)
il est naturel de chercher F comme solution du probléme :

oF 2 9%F oF
_ + (a —bx)=— — uxF

ot 202 dx
F(0,x) = e™

En effet, si F vérifie ces équations et a des dérivées bornées, la formule d’1td6 montre que, pour
tout T, le processus (M) o<i<T, défini par :

M, = e [0S BF(T — ¢, X3)

est une martingale et I’égalité E(M+1) = M, donne (6.17). Si F est de la forme : F(t,x) =
e~ aP=b(Y) |eg équations ci-dessus se traduisent par : ¢(0) = 0, P (0) = A et

{—w'(t) = ZP(t) + b(t) —
¢'(t) = b(t)

La résolution de ces deux équations différentielles donne les expressions de ¢ et . |

Quand on applique la proposition 2.5 avec u = 0, on obtient la transformée de Laplace de
X§ sous la forme :

- b 2o/ Abe bt
E (ei t) - o? —bt A e —bt

C
T AL P <_2?\L + 1)

enposant: L = % (1 — e*bt) et ¢ = %. Avec ces notations, la transformée de Laplace

ebt—1]

de X%/L est donnée par la fonction g4, ,/42 ¢, OU g5 ¢ €st définie par :

B 1 A
9s,c(A) = W ExXp <—2}\ n 1) .
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Cette fonction est la transformée de Laplace d’une loi connue sous le nom de loi du chi-deux
décentrée a 5 degrés de liberté, de parametre de décentrage ¢ (voir a ce sujet I’exercice 35). La
densité de cette loi est donnée par la fonction f5 ., définie par :

e ? s
fsc(x) = mje x4 21%71 (\/XC) pour x > 0,

ou I, est la fonction de Bessel modifiée d’ordre v, définie par :

2n
e
L) = (E) anr(vinnL 1)

n=0

On trouvera de nombreuses propriétés des fonctions de Bessel et des formules d’approximation
des fonctions de répartition de lois du chi-deux décentrées dans [AS70], chapitres 9 et 26.

Revenons maintenant au modéle de Cox-Ingersoll-Ross. Avec les hypothéses faites sur les
processus (r(t)) et (q(t)),ona:

dr(t) = (a — (b + oo)r(t)) dt 4+ oy/r(t)dW,,

ou, sous la probabilité P*, le processus (Wt)ogtg est un mouvement brownien standard. Le
prix d’une obligation zéro-coupon d’échéance T est alors donng, a I’instant 0, par :

POT) = B (e fortie)
_ e ab(T)—r(Op(T) (6.18)

ou les fonctions ¢ et 1\ sont données par les formules suivantes :

t(y*+b*)
2 2vy*e 2
$(t) =~ log ( e )

,Y* _ b* + eY*t('Y* + b*)

et

| 2 (ev*t — 1)
t p—
Wl v* — b* + eY't(y* + b¥)

avec b* = b + ox et y* = /(b*)2+ 202. Le prix a I’instant t est donné par : P(t,T) =
exp (—ad(T —t) — r(t)p(T —t)).

Calculons maintenant le prix, a I’instant 0, d’un call européen d’échéance 0, de prix d’exer-
cice K, sur un zéro-coupon d’échéance T. On peut montrer que les hypothéses de la proposition
1.6 sont vérifiées; le prix a I’instant 0 du call est donc donné par :

Co = E {e‘fg”s)ds(P(e,T)—Kh]

_ e { e~ 13 (51 (gab(T-01-r(@(T-0) _ ) }
+

= Eﬂ< (efgr(s)dsP(e,T)l{r(e) <T*})

[ —[%r(s)ds
KE" (e o) )

ou r* est défini par :
o _a¢(T—0) +log(K)
Y(T—06)
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Remarquons que E* (e—jfj T(S)dSP(E),T)) = P(0,T), par la propriété de martingale des prix

actualisés. De méme, E* (e—fg T(S]ds) = P(0, 08). On peut donc écrire le prix de I’option sous la
forme :
Co=P(0,T)P;(r(0) <7*) —KP(0,0)P, (r(0) < %)

en notant P, et P, les probabilités dont les densites par rapport a P* sont données respectivement
par :

dP; e Jor9)dsp(g T) dP, e Jorlsds

= t =
ap- PO, T) & T P0.9)
On démontre (cf. exercice 36) que, si on pose
L= (e°-1)
L2y (@ 1)+ (0Ph(T - 8) + b7 (e 1)

et

2 v (e¥' 94+ 1)+b*(ev?—1)

L= o’ (ey*e_1)

la loi de 1! sous Py, (resp. de "% sous P,) est une loi du chi-deux décentrée a 4a/o? degrés
de liberté et de parameétre de décentrage égal a (; (resp. (,), avec

8r(0)y*2e¥ @

O @ 1) (e O+ 1) + (2 (T—0) + b7 ) (e 0 — 1))

et *
8r(0)y*2eY®

02 (ev®—1) (y*(ev @+ 1)+ b*(ev®—1))
Avec ces notations, en introduisant la fonction de répartition F5 . de la loi du chi-deux decentrée
a b degreés de liberté de parameétre de décentrage ¢, on a donc :

(=

T* T*
Co = P(0, T)Fsa ez c, (i) ~KP(0,8)Faq 2 c, (L_z) .

2.3 Autres modeéles

Le modeéle de Vasicek et le modéle de Cox-Ingersoll-Ross ont pour principal défaut de don-
ner des prix qui sont des fonctions explicites du taux d’intérét instantané *“spot” et ne permettent
donc pas d’intégrer, dans la structure des prix, I’observation de toute la courbe des taux.

Certains auteurs ont introduit des modéles bidimensionnels pour mieux rendre compte des
disparités entre taux court et taux long (cf. [BS79], [SS84], [Cou82]). Ces modeles plus com-
plexes ne débouchent pas sur des formules explicites et nécessitent la résolution d’équations
aux derivées partielles. Plus récemment, Ho et Lee [HL86] ont proposeé un modéle a temps dis-
cret décrivant I’évolution de I’ensemble de la courbe des taux. Un modéle a temps continu basé
sur la méme idee a éeté introduit par Heath, Jarrow et Morton dans [HIM87], [Mor89]. C’est ce
modele que nous allons présenter briévement.

On définit tout d’abord les taux d’intérét forward f(t, s), pour t < s, caractérisés par I’éga-
lité suivante :

P(t,u) =exp (— Juf(t, s)ds) (6.19)

t
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pour toute échéance u. Le nombre f(t, s) représente donc le taux d’intérét instantané a la date
s tel que le marche “le voit” a la date t. Pour chaque wu, le processus (f(t, u))o<t<y, doit donc
étre un processus adapté et il est naturel de poser : f(t,t) = r(t). On impose également a I’ap-
plication (t,s) — f(t, s), définie pour t < s, d’étre continue. La modélisation consiste ensuite
a supposer que, pour chaque écheance u, le processus (f(t, u))o<t<y Verifie une equation de la

forme :

t t

f(t,u) =1f(0,u) + J (v, u)dv + J o(f(v,u))dW,, (6.20)
0 0

avec un processus (o (t,u))o<t<. adapté, I’application (t,u) — «(t,u) étant continue et o
étant une application continue de R dans R (on peut aussi prendre o dépendant du temps, cf.
[Mor89]).

Il faut alors s’assurer que ce modeéle est compatible avec I’hypothese (H). Cela impose
des conditions sur les coefficients « et o du modele. Pour les faire apparaitre, on calcule la
différentielle ‘},P((tt‘:*]) et on la compare a I’équation (6.6). Posons : X; = —ﬁ‘f(t,s)ds. Ona
P(t,u) = e*t et, d’aprés I’équation (6.20),

Xy = Ju(—f(s,s)—i—f(s,s)—f(t,s))ds

t LS (v, s)dv) ds + Lu <

_ _ff(s,s)dwf(
- Jroo (Funss)o ]

= Xo+ J:f(s, s)ds — J: <Jj (v, S)d8> dv — J: (

Noter que I’interversion d’intégrales apparaissant dans I’équation (6.21) est justifiée par I’exer-
cice 37.Onadonc:

r G(f(v,s))de> ds

t

Ju o(f(v,s)) ds) dw, (6.21)

Ju G(f(v,s))dS) dw,,.

v

dX; = <f(t, t) — Ju o(t, s)ds) dt — <Ju o(f(t, s))ds) dW,

t t

et, par la formule d’Ito :

dP(t, u) 1
— AX 4+ td <X X
P(t,u) e yd <A A=

- (f(t,t) — (Ju oc(t,s)ds) —I—% <

— (Ju o(f(t, s))ds) dW,.

u 2
J G(f(t,s))ds> ) dt

t

Si I’hypothése (H) est vérifiée, on doit avoir, d’apres la proposition 1.3 et I’ égalité f(t,t) =

T(t),
u w 2
oyq(t) = <J oc(t,s)ds) —% <J G(f(t,S))dS) ,

t
avec o} = — (ﬁl o(f(t, s))ds). D’oU :

L x(t,s)ds = 7 (J G(f(t,s))ds> — q(t)J o(f(t,s))ds
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et, en dérivant par rapporta w :

a(t,u) = o(f(t,u)) (Ju o(f(t,s))ds — q(t))

t

L’équation (6.20) s’écrit alors, sous forme différentielle :

df(t,u) = o(f(t,u)) <Ju o(f(t, s))ds) dt + o(f(t,u))dW, (6.22)

t

Le théoreme suivant, di a Heath, Jarrow et Morton [HIM87], [Mor89] donne des conditions
suffisantes pour que I’équation (6.22) ait une solution unique.

Théoréme 2.6 Si la fonction o est lipschitzienne et bornée, pour toute fonction continue ¢ de
[0, T] dans R il existe un unique processus continu & deux indices (f(t,u))o<t<u<t tel que,
pour tout u, le processus (f(t, u))o<t<y SOit adapté et vérifie (6.22), avec f(0,u) = ¢p(u).

On voit que, pour tout processus continu (q(t)), on peut alors construire un modele de la forme
(6.20). Il suffit de prendre une solution de (6.22) et de poser ensuite :

t

a(t,u) = o(f(t,u)) (Ju o(f(t,s))ds — q(t)) .

Ce qui est remarquable dans ce modeéle, c’est que la loi des taux forward sous P* ne dépend
que de la fonction o. C’est une conséquence de I’équation (6.22), qui ne fait apparaitre que o
et (W,). Il en résulte que le prix des options ne dépendra que de la fonction o. On est ainsi
dans une situation analogue a celle du modele de Black-Scholes. Le cas ou o est une constante
est étudié dans I’exercice 38. Noter que la condition de bornitude sur o est essentielle puisque,
pour o(x) = x, il n’y a pas de solution (cf. [HIM87], [Mor89]).

Remarque bibliographique : Pour I’évaluation des options sur obligations avec coupons, on
pourra consulter [Jam89] et [KR89].

3 EXxercices

Exercice 30 Soit (M4)o<<T Une martingale continue telle que, pour tout t € [0, T], P(M >
0) =1.0n pose :
T=(inflt e [0, T][M{=0) AT

1. Montrer que T est un temps d’arrét.
2. Montrer, en utilisant le théoréme d’arrét, que E (M) = E <MT1{T _ T}>' En déduire
que P ({vt € [0, T] My > 0}) = 1.
Exercice 31 Soit (Q,F, (Fi)o<i<T, P) un espace probabilisé filtré et soit Q une probabilite
absolument continue par rapport a P. On note L; la densité de la restriction de Q a F. Soit

(M) o<t<T Un processus adapte. Montrer que (M¢)o<t<T €St une martingale sous Q si et seule-
ment si le processus (L¢M¢)o<t<T €St une martingale sous P.
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Exercice 32 Les notations sont celles du paragraphe 1.3. Soit (M)o<t<T Un processus adapte
a la filtration (). On suppose que (M) est une martingale sous P*. Montrer, en utilisant

I’exercice 31, qu’il existe un processus adapté (H:)o<<T tel que jg H2dt < co p.s. et
t ~
M; =M, +J HsdW; p.s.

pour tout t € [0, T].

Exercice 33 On se propose de calculer le prix, & I’instant 0, d’un call d’échéance 6 et de prix
d’exercice K sur une obligation zéro-coupon d’échéance T > 0, dans le modele de Vasicek.

1. Montrer que les hypothéses de la proposition 1.6 sont bien vérifiées.
2. Montrer que I’option est exercée si et seulement si r(0) < r*, ou

_ o2 (1 — e oT-9
=Ry, <1 . a(T—0) ) _ ( ) — log(K) (L) .
1— e—a(T—G) 4a2 1— e—a(T—G)

3. Soit (X,Y) un vecteur gaussien & valeurs dans R? sous une probabilité P et soit P la
probabilité absolument continue par rapport a P, de densité

P _ e
dP  E(e™)’

Montrer que, sous P, Y est une gaussienne, dont on précisera la moyenne et la variance.

4. En utilisant la question précédente, montrer que sous les probabilités de densités respec-
- e T Y - Ve - -
tives € lj;zo,(e) et & I"O +— par rapporta P~, la variable aléatoire r(0) est une gaussienne.
En déduire une expression du prix de I’option sous la forme Cy, = P(0, T)p;—KP(0, 0)p2,

avec des parametres p et p, que I’on explicitera.

Exercice 34 Le but de cet exercice est de démontrer la proposition 2.4. Pour x, M > 0, on note
X1 le temps d’arrét défini par Ty, = inf(t > 0| X} = M}

1. Soit s la fonction définie sur ]0, oo[ par
s(x) :J ey%y_za/"l dy.
1
Montrer que s vérifie : Sx <3 + (a — bx) % = 0.
2. Pour ¢ <x < M, on pose : TE M=T: /\frM Montrer que, pour toutt > 0,ona:

AT M

s( Q‘AT:,M) = s(x) —I—JO s/ (XY oy /XxAW.

En déduire, en prenant les variances et en utilisant le fait que s’ est bornée inférieurement
sur I'intervalle [, M], que E (T ,) < oo, ce qui entraine que Ty 4 est fini p.s.

3. Montrer que si e < x < M, s(x) = s(e)P (¥ < %) + s(M)P (¥ > TX,).
4. On suppose a > o2/2. Montrer qu’alors lim,_,o s(x) = —oo. En déduire que :

P(ty <thv) =0,

pour tout M > 0, puis que P (t§ < co) = 0.
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5. On suppose maintenant 0 < a < o2/2 et on pose s(0) = limy_,os(x). Montrer que,
pour tout M > x, ona: s(x) = s(0)P(ty < tX) + s(M)P (t5 > 1)) et achever la
démonstration de la proposition 2.4.

Exercice 35 Soit d un entier strictement positif et soient X, X5, ..., Xq, d gaussiennes indé-
pendantes de variance 1 et de moyennes respectives my, my, ...,mq. Montrer que la variable
aléatoire X = 3~ & | XZ suit une loi du chi-deux décentrée a d degrés de liberté, de paramétre de
décentrage { = Y&, m?.

Exercice 36 En utilisant la proposition 2.5, calculer, dans le modéle de Cox-Ingersoll-Ross, la
loi de r(0) sous les probabilités P, et P, introduites a la fin du paragraphe 2.2.

Exercice 37 Soit (Q,F, (Fi)o<t<T, P) un espace probabilise filtre et soit (Wy)o<t<T UN
mouvement brownien standard par rapport a (F;). On considere un processus & deux in-
dices (H(t, s))o<t s<T Verifiant les propriétés suivantes : pour tout w, I’application (t,s) —
H(t, s)(w) est continue et, pour tout s € [0, T], le processus (H(t, s))o<t<T €st adapté. On se
propose de justifier I’égalité J"g (ng(t, s)th) ds = J"g (ng(t, s)ds) dW,. On supposera
pour simplifier que J"g E (J"g H2(t, s)dt) ds < oo (ce qui est suffisant pour justifier I’égalité
(6.21)).
1. Montrer que

.
J H(t,s)dW;
0

(e o Ny

En déduire que I"intégrale |, (jg H(t, s)th) ds a un sens.
2. Soit0 =to < t; < --- < tn = T une subdivision de I’intervalle [0, T]. Remarquer que

T /N-—1
JO (; Hit,s) (W, —Wti)) ds =
N—-1 T
> <J H(ti,s)ds> (Wi, — W4

i=0 0

et justifier le passage a la limite conduisant a I’égalité souhaitée.

Exercice 38 Dans le modele de Heath-Jarrow-Morton, on prend pour fonction o une constante
strictement positive, encore notée o. On se propose de calculer le prix d’un call d’échéance 6,
de prix d’exercice K, sur un zéro-coupon d’échéance T > 0.

1. Montrer que les hypothéses de la proposition 1.6 sont vérifiées.

2. Montrer que la solution de I’équation (6.22) est donnée par f(t,u) = f(0,u) +
ot (u — 5) + oW,. En déduire que

P(0,T)

PIO.T) =509

exp <—0(T —0)Wy — m) .

2

3. Calculer, pour A € R, E* (e=oJs W dse”’%). En déduire la loi de W, sous les probabilités
P, et P, de densités par rapport a P* respectivement données par
dPy _ e lor9ep@T) o dpy e fortoe
pu— e pu—
dP* P(0,T) dP* P(0,0)
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4. Montrer que le prix du call a I’instant O est donné par
Co = P(0, T)N(d) — KP(0,0)N (d — ovB(T - 0)) ,

ou N est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et

oVB(T—0) log (K5gH)
2 oVoO(T—0)

d=



Chapitre 7
Modeles d’actifs avec sauts

Dans le modele de Black-Scholes, le prix de I’action est une fonction continue du temps et
cette propriété est une des caractéristiques du modele. Or, certains événements rares (publica-
tion d’un chiffre économique, modification de la conjoncture internationale) peuvent entrainer
des variations brutales des cours. Pour modéliser ce genre de phénomeénes, on est amené a in-
troduire des processus stochastiques a trajectoires discontinues.

Ces modeles “avec sauts” ont, pour la plupart, une caractéristique marquante qui les dif-
ferencie du modeéle de Black-Scholes : ce sont des modeles de marchés non complets, dans
lesquels il n’y a pas de couverture parfaite des options. L’évaluation des options par construc-
tion d’un portefeuille simulant n’y est donc plus possible. Un approche possible de I’évaluation
et de la couverture des options consiste a définir une notion de risque et a choisir le prix et la
couverture de fagon a minimiser ce risque.

Dans ce chapitre, nous nous limitons aux modeles avec sauts les plus simples. La description
de ces modeles nécessite un exposé des principales propriétés du processus de Poisson, qui fait
I’objet du premier paragraphe.

1 Processus de Poisson

Definition 1.1 Soit (T;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes équidistribuées de
loi commune la loi exponentielle de paramétre A, c’est a dire de loi :

—AX
1{x > O}Ae dx

.Onpose T, = ) ', T;. On appelle processus de Poisson d’intensité A le processus N défini

par :
Ne=D Lir <=0 "pr, <t <o)

n>1 n>1

Remarque 1.2 N, représente le nombre de points de la suite (t,,)n>1 qui sont inférieurs ou
égauxat.Ona:
TTL - |nf{t 2 O, Nt - TL}

La proposition suivante explicite la loi de N pour un t fixé.

Proposition 1.3 Si (N¢)>o est un processus de Poisson d’intensité A alors, pour tout t > 0 la
variable aléatoire N suit une loi de Poisson de parameétre A :

P(Ny=n) = e_)‘t—(}\t) :
n!

On a en particulier :
E(Ny) =At, Var(Ny = E(N%) — (E(Nt))z — At

De plus, pour s > 0 :
E (sNt) =exp{At(s—1)}.
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Démonstration : On remarque tout d’abord que la loi de T, est :

e ()\ )n71
1{7( > 0}7\6 A hdx

C’est a dire une loi gamma de parametres A et n. En effet, la transformée de Laplace de T; est :

C A
E(e Tl):)\—i—oc’

donccelledet,,=T; +---+ T, vaut :

E(e™™) =E(e™)" = (Ai() :

On reconnait la tranformée de Laplace de la loi gamma de parametres A et n (cf. [Bou86],
chapitre VI, paragraphe 7.12). On a alors, pourn > 1:

P(Ni=n) = P(ta<t) =Pt <t)
t A n—1 t Ax )™
= J 7\e_)"‘7( x) dx—J 7\e_)"‘—( x) dx
0 (n—1)! 0 n!
_ e
n!

Proposition 1.4 Soient (Ny)>o un processus de Poisson d’intensité A et 7, = o(Ng, s < t).
Le processus (N¢)¢>o €st un processus a accroissements indépendants et stationnaires, c’est a
dire :

— indépendance : si s > 0, N, s — Ny est indépendant de la tribu F;.

— stationnarité : la loi de N, — N, est identique a celle de N; — Ny = N.

Remarque 1.5 Il est facile de voir que les temps de sauts T,, sont des temps d’arrét. En effet,
{tn <t} ={N¢>nje F.

Une variable aléatoire T de loi exponentielle vérifie P(T > t+s|T > t) = P(T > s). Ondit
que les variables exponentielles n’ont pas de “mémoire”. L’ indépendance des accroissements
est une conséquence de cette propriété des lois exponentielles.

Remarque 1.6 La loi d’un processus de Poisson d’intensité A est caractérisée par I’'une des
deux propriétés suivantes :
— (Ny)t>0 est un processus de Markov homogeéne continu a droite et limité a gauche, tel
que :
At)™
_onA)

P(Ny=mn) oy

)

— (Ny)t>0 est un processus a accroissements indépendants et stationnaires, continu a droite,
croissant, ne croissant que par sauts de 1.
Pour la premiére caractérisation, cf. [Bou88], chapitre I11, pour la seconde, cf. [DCD83], para-
graphe 6.3.
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2 Description de I’évolution de I’actif risqué

Le but de ce paragraphe est de modéliser un marché financier dans lequel il y a un actif
sans risque (de prix S? = e, a I’instant t) et un actif a risque dont le prix présente des sauts
de valeurs relatives Uy, ..., U;,..., a des instants Ty, ..., Tj, ... €t qui, entre deux instants de
saut, suit le modele de Black et Scholes. Nous supposerons de plus que les T; sont les temps de
saut d’un processus de Poisson. Pour préciser cela, plagons-nous sur un espace de probabilité
(Q, A, P) sur lequel sont définis un mouvement brownien standard (Wy)>o, Un processus de
Poisson d’intensité A (Ny)>o et une suite (Ll;);>; de variables aléatoires indépendantes equi-
distribuées, a valeurs dans ] — 1, +oo[. Nous supposerons les tribus engendrées respectivement
par (W) =0, (Ni) o, (Us)j>1 indépendantes.

Pour tout t > 0, notons F; la tribu engendrée par les variables aléatoires W, N pour s < t
et u,-l{)- < N, pour j > 1. On vérifie que (Wy)¢>o €st un mouvement brownien standard par
rapport a la filtration (Fi)i>o, que (Ny)¢>o €st un processus adapté a cette filtration et que,
pour tout t > s, Ny — N est indépendant de la tribu F,. La prise en compte des variables
aléatoires ujl{j <Ny} dans F; signifie qu’a I’instant t, les valeurs relatives des sauts ayant eu
lieu avant t sont connues. Notons aussi que les t; sont des temps d’arrét de (Fi)¢>o, puisque
{15 <t} ={Ny >j} e F.

L’évolution de Xy, prix de I’actif risqué a I’instant t peut maintenant étre décrite de la fagon
suivante. Le processus (X¢)>o est un processus continu a droite adapté vérifiant :

— Sur les intervalles de temps [Tj, Tj11] :

— Al’instant ;, le saut de X, est donné par :

AXey = X =X =X U,

donc X, = XT;H + ;).

Onadonc, pour t € [0, T¢[:
X, = Xoe(u—GZ/Z)tJrUWt

et par conséquent, la limite a gauche en t; est donnée par :

2
XT]7 _ Xoe(“ 0°/2)t1 +oWnr,

et
Xey = Xol1 4 Uy el o?/2m+oWs,

Puis, pour t € [T7, T2/,

X, = X, et o /Dtt)toWi-Ws,)
1
= X, (1+ u”e(ufcz/z)(tf’r])—O—O'(WthT])
1

= Xo(1+ Uy)elro/2troWt,
On obtient ainsi de proche en proche que :
Nt
X = Xo (H(l - uj)) elH-o?/21troWi
j=1

avec la convention [T ; = 1.
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Le processus (Xi)i>o ainsi défini est évidemment continu a droite adapté et n’a qu’un
nombre fini de discontinuités sur chaque intervalle [0, t]. On peut démontrer qu’il vérifie, pour

toutt > 0,
t

Pp.s. Xt:XO+J

N¢
X, (nds + odWy) + ) XU (7.1)

Nous verrons que, pour ce type de modeles, on ne peut pas, en général, couvrir parfaitement les
options. Cette difficulté est liée au fait que pour T < +oo0, il existe une infinité de probabilités
équivalentes & P sur F7 sous lesquelles le prix actualisé (e ™X)o<<T €St une martingale. Dans
la suite, nous ferons I’hypothése que, sous P, le processus (e "X)o<t<T €St une martingale.
C’est une hypothése contraignante, mais elle nous permettra de déterminer simplement des
stratégies de couverture a risque minimal. L’étude de la couverture des options, quand cette
hypothése n’est pas vérifée, est délicate (voir [Sch89]).

Pour calculer E(X|Fs) nous aurons besoin du lemme suivant, dont la signification intuitive
est que les amplitudes relatives des sauts qui ont lieu apres I’instant s sont indépendantes de la
tribu F.

Lemme 2.1 Pour tout s > 0, les tribus o (Un, 1, Un 42, -+ -, Un, 1k, - - -) €L Fs sont indépen-
dantes.

Démonstration : Comme les tribus W = o(Ws, s > 0), N = o(Ng, s > 0)etld = o(Uy, i > 1)
sont indépendantes, il suffit de prouver que la tribu o (Un, 41, Un, 42, - -, UN, 4k, - - ) €St indépendante
de la tribu engendrée par les variables aléatoires N, u < s et ujl{j <N Soit A un borélien de R¥,

B un borélien de R4 et C un événement de la tribu o(N,, u < s). On a, en utilisant I’indépendance de
U et N et le fait que les U; sont indépendantes et équidistribuées,
P({(uNer])"' )uN5+k) € A}m Cm{(u1) vud) € B}ﬂ{d S NS})

=Y P({(Ups1,-++, Uppa) € A}N{(Us, -+, Uqg) € B}N CN{Ng = p})
p=d

> P((Upsr,--+,Upyi) € A)P((Uy, -+, Uq) € B)P(CN{N; =p))
=d

P
P((U,--, W) €A) Y P((Uy,---,Uqg) € B)P(CN{Ng=p}).
p=d

De cette égalité, on déduit (en prenant C = Q et B = R%) que le vecteur (Un;, 11, -+, Un, 1) @ méme
loi que (U, ---, Uy), puis que

P({(uNs+1>“'>uNs+k) GA}QCQ{(U],,Ud) S B}m{dg NS})
:P((uNs—Hv)UNS—FKGA)P(CQ{(u]v»udG B)}m{dg NS})

D’ou I’indépendance annoncée. [ |

Supposons maintenant que E([U;|) < -+oo et posons X; = e "X,. Alors :

N¢
E(XdF) = XE [elro/2lsrowwe) TT (1+uj)\fs)

j:Ns +1
N¢—Ns

— X.E (=0 /2)(t=s)+o (Wi —W) H (]+UNS+],)‘]:S>

=1
N¢—Ng

— )N(SE (=0 /2)(t=s)+o (Wi —W) H (1+ U +j)>’

j=1
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en utilisant le lemme 2.1 et le fait que W, — W, et N — N sont indépendants de la tribu F.
D’ou :

N¢
E(XJF) = Xse(“”“”E( 11 (1+uj)>

j:Ns +1
_ K elmmt=s) At—sE(U1)

S )

en utilisant I’exercice 39.
Il est clair alors que (X¢) est une martingale si et seulement si

u=r—AE(U,).

Pour traiter les termes dus aux sauts dans les stratégies de couvertures, nous aurons encore
besoin de deux lemmes, dont les démonstrations peuvent étre sautées en premiére lecture. On
notera v la loi commune des variables aléatoires ;.

Lemme 2.2 Soit ®(y, z) une fonction mesurable de R4 x R dans R, telle que pour tout réel z
la fonction y — @(y, z) soit continue sur R4, et soit (Y.)>o Un processus continu a gauche, a
valeur dans RY, adapté a la filtration (F;)>o. On suppose que, pour tout t > 0 :

E (Jt dsz(dz)CDZ(Ys,z)> < +o0.

0

Alors le processus M défini par :

N t
Mi=) O(Yy,Uj)— }\L dsz(dz)CD(YS,z),

j=1
est une martingale de carré intégrable et :

t
Mf—)\J

dsz(dz)CDz(Ys,z)
0

est une martingale.

. 0
Noter que par convention Zj:] =1.
Démonstration : On suppose d’abord @ bornée et on pose :
C= sup [D(y,z)]
(y,z)ERIXR
On aalors Z}i‘] (D(YTi,uj)‘ < CNy et ‘jz jv(dz)d)(Ys,z)‘ < Ct. Donc M est de carré intégrable. Fixons s
et t, avec s < t, et posons :
N,
Z= Y  OYy,l)
j=Ns+1
A une sudivision p = (s = s < s1 < --- < s, = t) de I’intervalle [s, t] associons :

NSil]

m—1
z°=3 3 O, ).

i=0 j=Nj, +1

La continuité & gauche de (Yi)¢>o et la continuité de @ par rapport & y impliquent que ZP converge presque
slrement vers Z quand le pas de la subdivision p tend vers 0. On a de plus |[ZP| < C(N — Nj), ce qui entraine
que la convergence a lieu aussi dans L' et méme dans L2.
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Ona:
E(Z°|Fs) <ZE Zi 1l Fs,) ) (7.2)
en posant :
NSlI] N51\17N5i
Zipi= ) O, W)= > OYe, Un, )
j=Ng, +1 j=1

En utilisant le lemme 2.1 et le fait que Y, est F, -mesurable, et en appliquant la proposition 2.5 de I’appendice,
on voit que : _
E(Zir1lFs,) = @i(Ys,),

ol @; (y) est définie par :

j=1

Nsi+l_NSi
Qi(y) =E ( > (D(U,UNNH)) :

La quantité @; (y) est donc I’espérance d’une somme aléatoire et, d’aprés I’exercice 40 :

i (y) = Alsipr — si)Jdv(chD(y,zJ.

En revenant a I’équation (7.2), on a donc :

m m—1
E(Z°|Fs) = <Z ) =E <Z A(sit1 —si)J'dv(z)CD(Ysi,z)’fs> .
0

=0

En faisant tendre le pas de p vers 0, on obtient :

N

el Y o, WA :E()\Jtdul[dv(z)d)(Yu,z)}}}),

=N +1

m—1

ce qui prouve que M, est une martingale. Posons maintenant Z° = 2 ico E(Zit1lFs,). On peut ecrire :

122] mzlxsm Jdv() (Y, 2).
On a de plus -
E((z° zpﬂf) )
=E (%[ZW—E(ZWIJFSJ]) ‘fs
—E <mZ] (Zist —E(ZenlF )P |7
12Y E((Zerr —E(ZenlF) (21— E(Zal 7)) | 7).

i<j

En conditionnant par rapport a Fs; et en utilisant le fait que Z; ¢ est Fs
deuxiéme somme est nulle. D’ou :

E(z°-27R) = E(THZ1 (zul—E(ziﬂfsi))Z]fs)

i=0

E <mi E([Zin ~ EZunlFP| 7)) \f) .

i=0

i+1

donc s, -mesurable, on voit que la

En utilisant de nouveau le lemme 2.1, on voit que :

i

E [(Zis1 — E(Zin1Fo))? |Fa ] = VIV,
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ou la fonction V est définie par :

Nsi+l _Nsi
V(y) = Var ( > cD(y,uNSiHJ)

=1
et, d’apres I’exercice 40,
Viy) =Alsi = si) | dviz)0%(y, )

Onadonc:
E((z —7°) ’}') —E (Z Alsisr — si )Jdv( JO2(Ys,, ‘]—‘) ,
d’ou, en faisant tendre le pas de la subdivision p vers 0 :

t

E [(Mt —Ms)zm] —E {)\J

S

duJ dv(z)D2(Yy, 2) ’f} . (7.3)
Puisque (M.)¢>0 est une martingale de carré intégrable, on a :
E [(Mt ~M.)? \fs] =E (M? + M2 - 2MM,[F) = E (M? — M2|F,)

et I’égalité (7.3) entraine donc que M? — A j; du [dv(z )®2(Y,, z) est une martingale.
Si on ne suppose plus ® bornée, mais E (jo ds [ dv(z)D?(Ys, z)) < o0, pour tout t, on peut introduire les

fonctions (bornées) @™ définies par ¥ (y,z) = inf(n,sup(—m, ®(y, z))), et les martingales (M} )¢>o définies
par :

N t
MD = Z O™ (Yq,, Uj) —AJ dsz(dz)(D“(Ys,z).
=1 0
On voit facilement que E (j; ds [v(dz) (®™(Ys,z) — (D(Ys,z))z) tend vers 0 lorsque n tend vers I’infini. Il en

résulte que la suite (MI'),,>1 est une suite de Cauchy dans L2 et comme M tend vers M p.s., M est de carré
intégrable et par passage a la limite, le lemme est vérifié pour ®@. |

Lemme 2.3 On conserve les hypothéses et les notations du lemme 2.2. Soit (A )= un proces-

sus adapté tel que E (j(t) Aﬁds) < 400 pour tout t. On pose Ly = jg AsdW; et comme dans le
lemme 2.2 :

Nt t
Mi=) O(Yy,Uj)— }\L dsz(dz)CD(YS,z).
j=1

Alors le produit LM est une martingale.

Démonstration : Il suffit de démontrer le lemme pour @ borné (le cas général se traitant en approchant
® par des @™ = inf(n,sup(—n, ®)), comme dans la démonstration du lemme 2.2). Fixons s < t et notons
p=1(sp=s<s; <+ <sm=t)unesubdivision de I’intervalle [s, t]. Ona:

fs] |

E((I—S{‘]MS{‘] I—S‘M )lfs )7E((LS{‘]_LSi)(MS{‘]_MS‘)‘fS‘)‘

i i

E[(LM — LiM,)|F] =E ZE s Megy = La MG )IF)

Or, puisque (L¢)t>0 et (M¢)>0 sont des martingales :

D’ou:
E ((LeMy — LiMg )| Fs) = E(AP|F).
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avec :
m—1
AP = Z (Lsiyy = Ls))(Ms, — Mg,).
i=0
Mais, ona:
|/\p‘ < (SUpogigm—1 ‘Lsi+1 - LSi') Zz_o] |MSi+1 - Msi‘
< Sup0§i§n1—1‘LSLH __LSJ
N [O(Yey, W)l + A dufdv(z)ld)(Ys,z)l)
< (Supogigmfﬁ ILs;,, — Ls,| (C(Ny —Ns) +AC(t —s)),

avec C = sup,, , [®(y,z)|. En utilisant la continuité de t — Ly, on voit que AP tend presque srement vers 0
quand le pas de la subdivision p tend vers 0. On a, de plus :

IANPI<2 sup Lyl (C(N¢ —Ns) +AC(t—5s)).

s<u<t

La variable aléatoire sup, ., -, [L.| est dans L2 (par I’inégalité de Dooab, cf. chapitre 3, proposition 3.7), ainsi que
N — N;. On en déduit que AP tend vers 0 dans L' et par conséquent :

El(LeM¢ — LiMy)|Fs] = 0.

3 Evaluation et couverture des options

3.1 Les stratégies admissibles

Nous reprenons le modéle introduit au début du paragraphe précédent, en supposant que les
U; sont de carré intégrable et que

u:r—?\E(Uq):r—?\sz(dz), (7.4)

. A v o Tt H
ce qui entraine que le processus (Xt) o = (7" Xt) >0 est une martingale. Remarquons que

N¢ 2
E (Xf) _ XéE (e(u_%z]t+0'Wt H(] + Uj))

j=1
et par conséquent, en utilisant I’exercice 39,

E (X%) _ X(Z)e(crz—i-Zr)te?\tE(Uf).

Le processus ()?t) oo est donc une martingale de carré intégrable.

Pour toute la suite, nous fixons un horizon T fini. Une stratégie de gestion sera définie,
comme dans le modéle de Black-Scholes, par un processus adapté ¢ = ((H? Hy))o<i<T, &
valeurs dans R?, représentant les quantités d’actifs détenues au cours du temps, mais, pour
tenir compte des sauts, nous imposerons aux processus (H?) et (H,) d’étre continus a gauche.
Comme le processus (X;) est, lui, continu a droite, cela signifie, intuitivement, qu’on ne peut
réagir aux sauts qu’apres coup. Cette condition est a rapprocher de la condition de prévisibilité
qui intervient dans les modeles discrets (cf. chapitre 1) et qui est un peu plus délicate a définir
en temps continu.
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La valeur a I’instant t de la stratégie ¢ est donnée par V, = H%™ + HX, et nous dirons
que la stratégie est autofinancée si

dV, = Hdre™dt + H.dX,

la differentielle par rapport a X, signifiant, compte tenu de I’équation (7.1) que dV; =
Horedt + HX,(pndt + odW,) entre les instants de saut et qu’a un instant de saut ;, V;
saute d’une quantite AV, = HyAX, = H UjXT;. De fagon précise, la condition d’autofi-
nancement s’écrit :

t t

Hore™ds + J HoX(pnds + ocdWs)

Vi=He™" + H Xy = Vo+ J
0

0

Nt
+ HolXe . (7.5)

=1

Pour que cette équation ait un sens, il suffit d’imposer la condition J"g IHOlds + jg H2ds < oo,
p.s. (il est facile de voir que s — X, est presque sirement borné). En fait, pour des raisons
qui apparaitront plus loin, nous allons imposer une condition d’intégrabilité plus forte sur le
processus (Hi)o<t<T, €n restreignant la classe des stratégies admissibles de la fagon suivante :

Définition 3.1 Une stratégie admissible est définie par un processus :
b = ((HY, Ho))o<est

adapté, continu a gauche a valeurs dans R? tel que jngSIds < +oo Pp.s. et
E (jg HﬁXﬁds) < 400, Vérifiant I’égalité (7.5) p.s., pour tout t € [0, T].

Noter que nous n’imposons pas de condition de positivité sur la valeur des stratégies admis-
sibles. La proposition suivante est I’analogue de la proposition 1.2 du chapitre 4.

Proposition 3.2 Soit (H)o<t<T Un processus continu a gauche adapté tel que :

.
E <J H§x§d5> < o0,
0

et soit V, € R. Il existe un et un seul processus (H)o<i<T tel que le couple ((H, Hy))o<t<T
définisse une stratégie admissible de valeur initiale V,. La valeur actualisée a I’instant t de
cette stratégie est donnée par

t Nt t
V, = Vo + J HX0dW, + ) H UK, — )\J dsH X, Jv(dz)z.

0 = 0

Démonstration : Si le couple (H?, Hy) o<« définit une stratégie admissible, sa valeur a I’ins-
tant t est donnée par Vi = Y, + Z, avec Y, = Vo + [, Hore™ds + [ HXs(pds + odW;) et
Zi = Z]N:t] H, U;X.-. On a donc, en différenciant le produit e Y,

t t

(—re ™) Y.ds + J e "dY, +e "Z,. (7.6)

eirtVt — VO + J
0

0
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De plus, le produit e "t Z, peut s’écrire sous la forme suivante :

N
ez, = Ze—TtHTju,.Xf

j=1

Nt t
— Z (e_”i +J (—Te_“)ds> Ho, U,-XT;

j=1 T

N¢
= ) e TH UX,
j=1
Ny t
+ZL dslpy, < g(—Te ™ Hq UK,
=1
N¢ t Ns
= Ze T HL U X, +J ds(—re rs)ZHT)u]XT
j=1 0 j=1
N¢

En reportant dans (7.6) et en explicitant dYy, on obtient :

t

Vt - V0+J

t t
(—re ") Vids + J Hrds +J H X (nds + odWs)
0 0

0

Ny
+ ) HoUXe
j=1
t t
Hords + J HoX,(pnds + odWs)

v [ yo " J
= Vo Jr(HS—I—HSXS)ds+ .

0 0
N¢ B
+ ) HoUXe
j=1
t

=V, +J HXs((n— 1)ds + odW,)
0

N¢
+> Hq uj>~<T; ,

j=1
ce qui, compte tenu de I’égalité (7.4), donne

t N t
V=V, + J HX0dWs + 3 Ho UK, — AJ dsH, X, Jv(dz)z.
0 = ’ 0

Il est clair alors que si on se donne V, et (H,), I’'unique processus (H?) possible pour que
((H?, H¢))o<t<T SOit une stratégie admissible de valeur initiale V, est donné par :

HE[) - Vt — Ht)N(t

t N t
= —HX¢+Vo+ J HX,0dWs + ) HoUiXe — )\J dsHX, Jv( dz)z.

0 = 0
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Sur cette formule, on voit que le processus (H?) est adapté et admet une limite a gauche en tout
point et que I’on a HY = HY_. C’est clair en effet si t n’est pas un des instants de saut t; et si t
est un des tj, on a
0 0 Y Y
HY — HT; = —HyAXy + Hy quT; =0.

Il est clair aussi que jnggldt < oo presque strement. De plus, en écrivant HO%™ + H X, =
et (HQ + Ht)~(t) et en intégrant par parties comme ci-dessus on voit que ((H¢, Hy))o<<T défi-
nit une stratégie admissible de valeur initiale V. ||

Remarque 3.3 La condition E jg Hﬁf(ﬁds) < oo entraine que la valeur actualisée (V) d’une
stratégie admissible est une martingale de carré intégrable. Cela résulte de I’expression obtenue
dans la proposition 3.2 et du lemme 2.2, appliqué avec le processus continu a gauche défini par
Y. = (Hy, Xio) (noter que dans I’intégrale par rapport a ds, on peut remplacer X par X, car il
n’y a qu’un nombre fini de discontinuités).

3.2 Pricing

Considérons une option européenne d’échéance T, définie par une variable aléatoire h F+-
mesurable et de carré intégrable. Prenons, pour fixer les idées, le point de vue du vendeur de
I’option. 1l vend I’option a un prix V, a I’instant O et suit ensuite une stratégie admissible entre
les instants O et T. D’aprés la proposition 3.2, cette stratégie est complétement déterminée par
le processus (Hi)o<t<T des quantités d’actif a risque. Si V; désigne la valeur de cette stratégie
a I’instant t, le défaut de couverture a I’échéance est donné par la quantité h — V. Si cette
quantité est positive, le vendeur perd de I’argent, sinon il en gagne. Une fagcon d’évaluer le
risque consiste a introduire la quantité :

RI=E ((e—”(h— VT))2> .

Puisque, d’aprés la remarque 3.3, la valeur actualisée (V,) est une martingale, on a
E (e‘TTVT) = V,. Appliquant I’identité E(Z2) = (E(Z))*+ E ([z— E(Z)]Z) A la variable
aléatoire Z = e "T(h — V5), on obtient :

R = (E(e™™h) — Vo) + E (e Th— E(e "Th) — (Vr — Vo)) . (7.7)

La proposition 3.2 montre que la quantité V — V, ne dépend que de (H,) (et pas de Vo). Si
le vendeur cherche a minimiser le risque RJ, il est amené a faire payer V, = E(e ""h). La
grandeur E(e~"Th) apparait ainsi comme la valeur initiale de toute stratégie visant a minimiser
le risque a I’échéance et c’est cette grandeur que nous prendrons comme définition du prix de
I’option associée a h. Par un raisonnement analogue, on voit que si on se place a un instant
t > 0, un agent qui vend I’option a I’instant t, s’il cherche a minimiser la quantité R} =

2
E ((e—T(T—t)(h— VT)) !]—“t), la vendra au prix V, = E (e—T(T—t)hlft). C’est cette quantité
que nous prendrons comme définition du prix de I’option a I’instant t.

3.3 Prix des calls et des puts

Avant d’aborder le probleme de la couverture, nous allons tenter d’expliciter le prix d’un
call ou d’un put de prix d’exercice K. Nous supposerons donc que h est de la forme f(X+), avec
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f(x) = (x — K), ouf(x) = (K—x),. D’aprés ce qui précéde, le prix de I’option a I’instant t
est donné par :

E (eI (XIF) =
_ E (e TOf [ X elnot /D T-040(We W) HN_TM a1 +W)| A
— E (e "(T-Vf X, el (p—0? /2)(T—t)+o(Wr —W4 ) H] s (] + UNt+) )’}—t)

Du lemme 2.1 et de cette égalité, on déduit que
E (e " TYF(X0)IF) = F(t, X4,

avec

Ft,x) = E (e "T0f (xeln o?/AM-troWr . [T (] 4 1))
— E (e TT-0f (xerAE(U)—0? /2)(T—t)+oWr H}\‘:T{t(l —I—Uj)))-

Notons que si I’on introduit la fonction :
Fo(t,x) =E (efr(Tft)f (Xe(r—cz/zupt)wwﬁt)) ’

qui donne le prix de I’option suivant le modele de Black-Scholes, on a :
N1t
F(t,x) = E (Fo (t)xe—?\(T—t)E(Uﬂ H (1+ ug)) ) (7.8)
j=1

Puisque N_ est une variable aléatoire indépendante des LL; et de loi poissonienne de parametre
A(T —t) on peut aussi écrire :

o e ATUAR(T — )
F(t ZE(FO (t xe MT—HE(L) H )) n!( ) )

n=0 j=1

Chaque terme de cette série peut se calculer numériquement des que I’on sait simuler la loi
des U;. Pour certaines lois, I’espérance mathématique qui intervient dans la formule peut étre
calculée explicitement (cf. exercice 42).

3.4 Couverture des calls et des puts

Examinons maintenant le probleme de la couverture d’une option h = f(Xy), avec f(x) =
(x —K), ou f(x) = (K—x),. Nous avons vu que la valeur initiale de toute stratégie admissible
visant & minimiser le risque R/ a I’échéance était donnée par Vo, = E(e ""h) = F(0, X,). Pour
une telle stratégie, 1’égalité (7.7) donne :

~ N2
Ry =E(eh—Vi)".
Nous allons maintenant déterminer un processus (H¢)o<t<T des quantites d’actif a risque déte-

nues en portefeuille permettant de minimiser R{. Pour cela, nous nous appuierons sur la propo-
sition suivante.
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Proposition 3.4 Soit V; la valeur a I’instant t d’une stratégie admissible de valeur initiale
Vo =E (e*rTf(XT)) = F(0, Xo), déterminée par un processus (H:)o<i<1 des quantites d’actif

- - - 2\ 7 Ve 2 7
a risque. Le risque quadratique a I’échéance R} = (e—TT(f(XT) — VT)) est donné par la
formule suivante :

E (;g (8E(s, Xq) — Hs)zigozds

+ [o A Jv(dz)e ™ (F(s, Xo(1 + 2)) — F(s, Xo) — HezX) ds) .

Démonstration : D’apres la proposition 3.2, on a, pour t < T,
Ve = F(0, Xo) + J oHX AW+ ) HeUXy - — AJ dsXHE(Uy). (7.9)
0 = 0

On a, d’autre part, h= e "Tf(X7) = e "TF(T, X7). Introduisons la fonction F définie par
F(t,x) = e "tF(t, xe™),

de sorte que F(t,X,) = E (ﬂlj-"t). La quantité F(t, X,) apparait ainsi comme le prix actualisé

de I’option & I’instant t. On déduit facilement (exercice) de la formule (7.8) que F(t, x) est de
classe C% sur [0, T[xR et, en écrivant la formule d’1td entre les instants de sauts, on obtient :

]’E(t)it) =
RCLP HCL PN
F(O»XO) + _(vas)ds + _(S>XS)XS(_)\E(u1)dS + O—dWS)
o 08 o 0%
o R)o2R2ds + Y B Re) — Flr, K 7.0
+2 6x2(s ) s S+Z (T]') Tj)_ (T]') T;) ( )
=1

Remarquons que la fonction F(t, x) est lipschitzienne de rapport 1 par rapport a x, puisque :

[F(t,x) — F(t,y)| <
< (e et 2T (14 )

— f (ye T—AE (U )—0? /2)(T—t)+oWr_¢ HNT t(-l —|—U ))’
< x— ny( Up)(T— t)eUWTft_(O‘Z/Z](T—t)HNT (14U
= [x—yl.

Il en résulte que :

0

<E <E ds)~(§ Jv(dz)zz>

< +o00,

E (Jt a JV(dZ) (F(s, X(1 4 2)) — (s, Xs)y)

ce qui, d’apres le lemme 2.2, implique que le processus :

N¢

M= Y Flr,Ke) — Flr, %oy ) —AJ

j=1 0

t

dsJ (F(s,X:(1 +2)) — F(s,X,)) dv(z)
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est une martingale de carré intégrable. On sait aussi que F(t, X,) est une martingale. Le proces-
sus F(t, X;) — M, est donc aussi une martingale et, d’aprés I’égalité (7.10), c’est un processus
d’Ité. 1l s’écrit donc, d’apres I’exercice 16 du chapitre 3, comme une intégrale stochastique.
D’ou : ~
- o~ tOF ~ ~
F(t, X)) — M = F(0, Xo) + J &(s, Xs)XsodWs. (7.11)
0

En réunissant les égalités (7.9) et (7.11), on obtient :
h—Vr=M{" + M
avec :
tIOF o -
M. = J <—(s, X,) — HS) oX AW,

o \0x
N¢

et M = Y (Flry,Xq) = Flry, X ) = He UiXq )
j=1

~ ~ ~

—A J: dstv(z) (]E(S,XS“ +2z))— ]E(S,Xs) — HSZXS) .

D’aprés le lemme 2.3, MM est une martingale et par conséquent E (M 'M*) =
MM = 0. Dou:

E(h—Vr) = E(MP)2)+E(MP)?)
= F (Ig (g_:F((S) NS) n Hs)zjng—st) T E((M%Z))z)v

et par une nouvelle application du lemme 2.2 :
E(MP)?2) =E <>\ LT ds Jv(dz) (f—(s, X (1+2)) — F(s, Xq) — Hszi(s)2> .
Le risque a I’échéance est donc donné par :
Rl = E <jg (&(s,X) - Hs)zigozds

T [IAv(dz) (Fls, K1 +2)) — F(s, X,) — HyzK,) ds) .

Il résulte de ce qui précede que le risque minimal est obtenu quand H; vérifie P p.s.
oF & -
<a_X(S’ XS) - Hs) Xgo-z
A [v(dz) (F(s, X(1+2)) = F(s, Xq) — HSZXS) zX, = 0.
I suffit en effet de minimiser la quantité integree par rapport a ds. Cela donne, puisque (Hy)+>0

doit étre continu a gauche :
Hs - A(S) XS*)>

avec .

1
02+ A [v(dz)z?

Als,x) =

(ng(s,x) + AJv(dz)z(F(S’X“ +2)) — F(S»X))> '
0x x
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On obtient ainsi un processus qui Vvérifie E (jg Hﬁf(ﬁds) < oo et qui détermine donc une
stratégie admissible minimisant le risque a I’échéance. Noter que s’il n’y a pas de sauts (A = 0),
on retrouve la formule de couverture déja obtenue dans le modele de Black-Scholes et on sait
gue dans ce cas, la couverture est parfaite, c’est-a-dire que R} = 0. Mais, quand il y a des sauts,
le risque minimal est en général strictement positif (cf. exercice 43 et [Cha90]).

Remarque 3.5 Les formules obtenues montrent que les modéles avec sauts se prétent assez
bien au calcul. 1l reste le probleme de I’identification des paramétres et de la loi des U;. Comme
dans le cas de la volatilité pour le modéle de Black-Scholes, deux approches sont possibles :
1) une approche statistique, a partir des donnees historiques 2) une approche implicite, a partir
des données de marche, c’est-a-dire des prix des options quand elles sont cotées sur un marché
organiseé. Dans cette deuxiéme approche, les modéles avec sauts, qui font intervenir plusieurs
parameétres, permettent de “coller” davantage aux prix de marché.

Remarque bibliographique :Les modeéles financiers avec sauts ont été introduits par Merton
dans [Mer76]. L’approche adoptée dans ce chapitre est basée sur [FS86], [CER88] et [BL89].

La méthode d’évaluation que nous avons presentée dans ce chapitre repose de maniére cru-
ciale sur I’hypothese que le prix actualisé de I’actif sous-jacent est une martingale. Cette hy-
potheése a un caractere assez arbitraire, méme si certaines justifications sont possibles. De plus,
I’utilisation de la variance comme mesure du risque est discutable. Ces problemes ont donné
lieu a d’actives recherches dans les années récentes. Le lecteur pourra notamment consulter
[FS91, Sch92, Sch94, Sch95, KQ95].

4 Exercices

Exercice 39 Soit (V,,)n>1 une suite de variables aléatoires positives indépendantes équidistri-
buées et soit N une variable aléatoire a valeur dans N, suivant une loi de Poisson de paramétre
A, indépendante de la suite (Vi )n>1. Montrer que :

N
E (H Vn) — MEMVI)=1)

n=1

Exercice 40 Soit (V,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, équidistribuées, in-
tégrables et soit N une variable aléatoire a valeurs dans N, intégrable et indépendante de la suite
(Vn).Onpose S =Y N .V, (avec la convention 5_° | = 0).

1. Montrer que S est intégrable et que E(S) = E(N)E(V;).

2. Onsuppose N et V; de carré intégrable. Montrer qu’alors S est de carré intégrable et que
sa variance est donneée par Var(S) = E(N)Var(V;) + Var(N) (E(V1))2.

3. En deduire que si N suit une loi de Poisson de parametre A, E(S) = AE(V;) et Var(S) =
AE (V3).

Exercice 41 Les hypotheses et les notations sont celles de I’exercice 40. On suppose que les V;
sontavaleursdans {«, 3}, avec , f € Retonposep = P(V; = «) = 1—P(V; = 3). Montrer
que S a méme loi que «N; + BN, ou N; et N, sont deux variables aléatoires indépendantes
suivant des lois de Poisson de parametres respectifs Ap et (1 —p)A.



148 INTRODUCTION AU CALCUL STOCHASTIQUE POUR LA FINANCE

Exercice 42 1. On suppose, avec les notations du paragraphe 3, que U, est a valeurs dans
{a,b},avec p = P(U; = a) = 1 —P(U; = b). Mettre la formule de prix (7.8) sous la
forme d’une série double dont chaque terme se calcule a partir des formules de Black-
Scholes (on pourra utiliser I’exercice 41).

2. On suppose maintenant que U; a méme loi que e9 — 1, ou g est une gaussienne de
moyenne m et de variance o?. Mettre la formule de prix (7.8) sous la forme d’une sé-
rie dont chaque terme se calcule a partir des formules de Black-Scholes (avec des taux
d’intérét et des volatilités que I’on précisera).

Exercice 43 Le but de cet exercice est de montrer que, dans les modeles avec sauts étudiés dans
ce chapitre, il n’y a pas de couverture parfaite pour les calls et les puts. On considere un modeéle
dans lequel 0 > 0,A > 0etP (U; #0) > 0.

1. A partir de la proposition 3.4, montrer que, s’il existe une stratégie de couverture parfaite,
alors, pour ds presque tout s et pour v presque tout z, on a:

oF
Pp.s. ZXS& (s,Xs) =F(s,Xs(14+2)) — F(s, Xs).

2. Montrer que la loi de X admet (pour s > 0) une densité strictement positive sur ]0, col.
On pourra remarquer que si Y admet une densité g et si Z est une variable aléatoire
indépendante de Y a valeurs dans ]0, co[, la variable aléatoire YZ admet pour densité
[ du(z)(1/2)g(y/z), ol pest la loi de Z.

3. Sous les mémes hypothéses qu’a la premiére question, montrer qu’il existe z # 0 tel que
pour s € [0, T[et x €]0, cof,

oF F(s,x(14+z)) —F(s,x)
_(S)X) - .
0x zX
En déduire (en utilisant la convexité de F par rapport a x) que, pour s € [0, T], la fonction

x — F(s, x) est affine.

4. Conclure. On pourra remarquer que, dans le cas du put, la fonction x — F(s,x) est
positive et décroissante sur ]0, col.



Chapitre 8
Simulation et alogrithmes pour les modeéles financiers

1 Simulation et modeles financiers

Nous allons décrire, dans ce chapitre, des méthodes permettant la simulation des modeles
financiers. Ces méthodes sont souvent utiles, dans le contexte des mathématiques financieres,
car elles permettent de calculer le prix de n’importe quelle option pour peu que I’on sache I’ex-
primer sous forme de I’espérance d’une variable aléatoire que I’on sait simuler. Dans ce cas, la
méthode de Monte Carlo décrite plus loin permet alors d’écrire trés rapidemment un algorithme
permettant I’évaluation de cette option. Ces méthodes sont malheureusement peu efficaces et
on ne les utilise que si I’on ne sait expliciter le prix de I’option sous forme analytique. De
méme, quand on se pose des questions complexes sur une stratégie de gestion de portefeuille
(par exemple, quelle sera la loi dans un mois d’un portefeuille couvert tous les 10 jours en delta
neutre), la réponse exacte est inaccessible analytiguement. Les méthodes de simulation sont
alors incontournables.

1.1 La méthode de Monte Carlo

Le probléme de la simulation se pose de la facon suivante. On se donne une variable aléatoire
de loi p(dx) et I’on cherche a réaliser sur un ordinateur une suite de tirages Xi,..., Xy, ... a
priori infinie telle que les X,, suivent la loi p(dx) et que la suite (X,)n>1 SOit une suite de
variables aéatoires indépendantes. Si ces hypotheses sont satisfaites, on peut appliquer la loi
forte des grands nombres pour affirmer que, si f est une fonction p-intégrable :

lim - > f(Xn):Jf(x)u(dx). (8.1)

Pour implémenter cette méthode sur un ordinateur, on procede de la facon suivante. On sup-
pose que I’on sait construire une suite de nombres (U,),>7 qui realise une suite de va-
riables aléatoires uniformes sur I’intervalle [0, 1], indépendantes, et on cherche une fonction
(wr,...,up) — Fluy,---,u,) telle que la loi de la variable aléatoire F(U;,---,U,) soit la
loi cherchée p(dx). La suite de variables aléatoires (X, )n>1 00 X5y = F(Un_1)ps1, -+, Unp)
est alors une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi voulue p. On peut, par
exemple, appliquer (8.1), aux fonctions f(x) = x et f(x) = x? pour estimer les moments d’ordre
1 et 2 de X (sous réserve que E(|X|?) soit fini).

La suite (Uy)n>1 est réalisée concrétement par des appels successifs a un générateur de
nombres pseudo-aléatoires. La plupart des langages disponibles sur les ordinateurs modernes
possédent une fonction aléatoire, déja programmeée, qui retourne soit un nombre pseudo aléa-
toire compris entre O et 1, soit un entier aléatoire dans un intervalle fixé (cette fonction porte le
nomderand() enC ANSI, derandomen Tur bo Pascal ).

Remarque 1.1 Lafonction F peut dans certain cas (en particulier lorsque I’on cherche a simuler
des temps d’arrét), dependre de toute la suite (U,,)>1, €t non plus d’un nombre fixe de U;. La
méthode précédente est encore utilisable si I’on sait simuler X a I’aide d’un nombre presque
srement fini de U;, ce nombre pouvant dépendre du hasard. C’est le cas, par exemple, de
I’algorithme de simulation d’une variable aléatoire poissonienne (voir page 151).
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1.2 Simulation d’une loi uniforme sur [0, 1]

Nous allons montrer comment I’on peut construire des générateurs de nombres aléatoires au
cas ou les générateurs de la machine ne donneraient pas entiére satisfaction.

La méthode la plus simple et la plus souvent utilisée est la méthode des congruences li-
neaires. On genére une suite (x,)n>o de nombres entiers compris entre 0 et m — 1 de la facon
suivante :

xo = valeur initiale € {0,1,---, m —1}
Xnt1 = aXn + b (modulo m)

a, b, m étant des entiers qu’il faut choisir soigneusement si I’on veut que les caractéristiques
statistiques de la suite soient satisfaisantes. Sedgewick dans [Sed87] préconise le choix suivant :

a = 31415821
b =1
m = 108

Cette méthode permet de simuler des entiers pseudo aléatoires entre O et m — 1; pour obtenir
un nombre réel aléatoire entre O et 1 on divise I’entier aléatoire ainsi généré par m.

#define m 100000000
#define nl 10000
#define b 31415821
long Mult(long p, long Q)
/[* Multiplie p par g en evitant les "overflows" */

{
long p1 = p / mi;
long pO = p % n,;
long q1 = q / mi;
long g0 = g % m;
return (((p0*ql + pl*q0) % nl)*ml + p0*q0) % m
}
doubl e Random()
{
static long a;
a=(Mlt(a, b) +1) %m
Random = a/ m
}

Le générateur précédent fournit des résultats acceptables dans les cas courants. Cependant sa
période (ici m = 108) peut se révéler parfois insuffisante. On peut, alors, obtenir des générateurs
de nombres aléatoires de période arbitrairement longue en augmentant m. Le lecteur intéressé
trouvera des nombreux renseignements sur les générateurs de nombres aléatoires et la facon de
les programmer sur un ordinateur dans [Knu81] et [L’E90].

1.3 Simulation des variables aléatoires

Les lois que nous avons utilisées pour les modélisations financiéres sont essentiellement des
lois gaussiennes (dans le cas des modeéles continus) et des lois exponentielles et poissoniennes
(dans le cas des modéles avec sauts). Nous allons donner des methodes permettant de simuler
chacune de ces lois.
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Simulation de variables gaussiennes

Une méthode classique pour simuler les variables alétoires gaussiennes repose sur la cons-
tatation (voir exercice 44) que, si (U4, U;) sont deux variables aléatoires uniformes sur [0, 1]

indépendantes :
\/—2log(Uy) cos(27tUs,)

suit une loi gaussienne centrée et réduite (i.e. de moyenne nulle et de variance 1) .
Pour simuler des gaussiennes de moyenne m et de variance o il suffit de poser X = m+ og,
ou g est une gaussienne centrée reduite.

doubl e gaussi enne(doubl e m doubl e si gma)

{
returmm+ sigma * sqrt(-2.0 * log(Random())) * cos(2.0 * pi * Random());

}

Simulation d’une loi exponentielle

Rappellons qu’une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parameétre u si sa loi
vaut :

1{x > O}ue’“"dx

On peut simuler X en constatant que, si U suit une loi uniforme sur [0, 1] : suit une loi

exponentielle de parameétre .

_ log(W)
08

doubl e exponenti el | e(doubl e mu)

{
}

return - |log(Randon()) / nu ;

Remarque 1.2 Ce moyen de simulation de la loi exponentielle est une cas particulier de la
méthode de la “fonction de répartition” (voir a ce sujet I’exercice 45).

Simulation d’une variable aléatoire poissonienne

Une variable aléatoire poissonienne est une variable a valeurs dans N telle que :

n

A .
PX=n)=e?*~—, sin>0
n!

On a vu au chapitre 7 que si (T;)i>7 est une suite de variables aléatoires exponentielles de
paramétre A, alors la loi de Ny = anl nl{T1 b T <t<Tid ot Tont) est un loi de
Poisson de paramétre At. N; a donc méme loi que la variable X que I’on cherche a simuler.
D’autre part, on peut toujours mettre les variables exponentielles T; sous la forme — log(U;) /A,
ou les (U)i>1 sont des variables aleatoires suivant la loi uniforme sur [0, 1] et indépendantes.
N, s’écrit alors :

N1 = an{U1U2"'Un+1 <et<Ujly---Uyp}

n>1

Cela conduit a I’algorithme suivant pour simuler une variable aléatoire de Poisson.
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doubl e Poi sson(doubl e | anbda)

{
doubl e u = Random();
doubl e a = exp(-Ianbda);
i nt n = 0;
while(u > a){
U = u * Random
n++;
}
return n;
}

Pour la simulation d’autres lois que nous n’avons pas citées, ou pour d’autres méthodes de
simulation des lois précédentes, on pourra consulter [Bou86].

Simulation de vecteurs gaussiens

Lorsque I’on construit des modéles ou interviennent plusieurs actifs (par exemple lorsque
I’on cherche a modéliser des paniers d’actifs comme I’indice boursier CAC40), on est amené a
considérer des processus gaussiens a valeurs dans R™. Le probléme de la simulation des vecteurs
gaussiens (voir le paragraphe 1.2 de I’appendice pour la définition d’un vecteur gaussien) est
alors essentiel. Nous allons donner une méthode de simulation de ce type de variables aléatoires.

Nous supposerons que I’on cherche a simuler un vecteur gaussien (Xy, - - -, Xy ) dont la loi
est caractérisee par le vecteur des moyennes m = (my,---,my) = (E(X;),---,E(Xn)) et la
définie positive et nous supposerons, de plus, qu’elle est inversible. On peut trouver une racine
carrée de I', c’est a dire une matrice A, telle que A x *A = T'. Comme T est inversible, A I’est
également, et on peut considérer le vecteur Z = A~1(X — m). Il est facile de vérifier que ce
vecteur est un vecteur gaussien, centré. De plus sa matrice de covariance vaut :

E(ZiZ) = YicrenicienE (AR (X — M)A (X0 —my))

= Z1§k§n,1§1§nE A&]Ai]‘fkl)
(A71r(tA)71)ij = (A71AtA(tA)71)ﬁ = 1d.

Z est donc un vecteur gaussien centré de matrice de covariance identité. La loi du vecteur Z est
celle de n gaussiennes centrées réduites indépendantes. La loi du vecteur X = m + AZ, peut
donc étre simulée de la facon suivante :

— On calcule une racine carrée de la matrice I', A.

— On simule n gaussiennes centrées réduites independantes G = (g1, - -, gn)-

— Oncalcule m + AG.

Remarque 1.3 Pour calculer la racine carrée de I", on peut supposer A triangulaire supérieure,
il y a alors une seule solution a I’équation A x *A = T. En explicitant cette équation, on
obtient facilement les coefficients de A. Cette méthode de calcul de la racine carrée s’appelle la
méthode de Cholevsky (pour un alogrithme complet voir [Cia88]).

1.4 Simulation de processus stochastiques

Les méthodes décrites précédemment permettent de simuler une variable aléatoire, en par-
ticulier la valeur d’un processus stochastique a un instant donné. On a parfois besoin de savoir
simuler toute la trajectoire d’un processus (par exemple, lorsque on étudie I’évolution au cours
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du temps de la valeur d’un portefeuille d’option, voir I’exercice 47). Ce paragraphe propose
quelques procédés élementaires permettant de simuler des trajectoires de processus.
Simulation du mouvement brownien

On peut citer deux méthodes permettant de simuler un mouvement brownien (W,)>o. La
premiére consiste a “renormaliser” une marche aléatoire. Soit (X;)i>o une suite de variables
aléatoires indépendantes et équidistribuees de loi P (X; =1) = 1/2, P(Xi=—1) = 1/2.0na
alorsE (X;) =0etE (Xf) = 1.0npose S, = X; + ---+ X;,, on peut alors “approximer” le
mouvement brownien par le processus (Xi')¢>o OU :

ou [x] désigne la partie entiére de x. On trouvera un début de justification a cette facon de
simuler le mouvement brownien dans I’exercice 48.

Dans la deuxieme méthode, on remarque que, si (gi)i>o est une suite de gaussiennes centrées
réduites independantes, si At > 0 et si I’on pose :

{ So=0
Sn+1 - Sn = 0n
alors la loi de (v AtSy, VALSy, - - -, VALS,,) est identique a celle de :

(WO) WAt) WZAt) Tt »WnAt)-

On peut approximer le mouvement brownien par X{* = v/ AtSy /aq.

Simulation des équations différentielles stochastiques

Il existe de nombreuses méthodes, certaines trés sophistiquées, pour simuler la solution d’un
équation différentielle stochastique, on pourra consulter, pour un panorama de ces méthodes
[PT85]. Nous ne parlerons ici que de la méthode la plus élémentaire : la “méthode d’Euler
aléatoire”. Le principe en est le suivant : considérons une équation différentielle stochastique :

XO = X

On se fixe un pas de discrétisation en temps At. On peut alors construire un procesus a temps
discrét (S,)n>o approximant la solution de I’équation différentielle stochastique aux instant
nAt, en posant :

So = X
{ Snir—Sn = {b(SWAL+0(Sn) (Winsnja— Waar) }

Si XT = Si/an, (XT)e=0 approxime (Xq)¢>o au sens suivant :

Théoreme 1.4 Pour tout T > 0 :

E <3Up IXE — Xt|2> < CtAt,

t<T

Cr étant une constante dépendant uniquement de T.
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On trouvera la démonstration de ce résultat (ainsi que d’autres schémas de discrétisation des
équations différentielles stochastiques) dans le chapitre 7 de [Gar88].

La loi de de la famille (W(n+1)At_WnAt) - est identique a celle d’une famille de
n

gaussiennes indépendantes centrées et de variance At. Dans une simulation, on remplace
(W(nmm — WnAt) par gnVAt, oU (gn)n>o €St une suite de gaussiennes centrees réduites
indépendantes. La suite approximante (S;,)n>o est dans ce cas definie par :

S = X
{ " S/ +Atb(S!) + o(S!)gnVAt

Remarque 1.5 On peut substituer a la suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
(gi)i>0 une suite de variables aléatoires indépendantes (U)o, telle que P(U; =1) =P(U; =
—1) = 1/2. 1l faut, cependant, noter que, dans ce cas, on n’a pas le méme type de convergence
que dans le théoreme 1.4. On peut démontrer un théoréme de convergence, mais sur les lois
des processus. On pourra consulter [Kus77], [PT85], [Tal95] et [KP92] pour des précisions sur
ce type de convergence et de nombreux résultats sur les discrétisations en loi des équations
différentielles stochastiques.

Une application au modéle de Black et Scholes

Dans le cas du modele de Black et Scholes, il s’agit de simuler la solution de I’équation :

Xo = X
dXt — Xt(Tdt—f-O'th)

On peut procéder de deux facons. La premiere consiste a utiliser la méthode d’Euler aléatoire.
On pose :

So = X
Sn+1 - Sn(] + TAt + 0gnV At)»

et a simuler X par X{* = Sy, ay. L’autre méthode consiste a utiliser la forme explicite de la
solution :

0_2
X = xexp (rt — 7t + cht>

et a simuler le mouvement brownien par une des méthodes citées précédemment. Dans le cas
ou I’on simule le mouvement brownien par /At Y ; gi, on obtient

S, = xexp ((r — 02/2)nAt + omi gi> . (8.2)

i=1

On approxime toujours X; par X{* = Syt aq-

Remarque 1.6 On peut aussi substituer aux variables aléatoires gaussiennes g; des variables
de Bernouilli valant +1 ou —1 avec probabilité 1/2 dans (8.2), on obtient un modéle de type
binomial proche du modéle de Cox Ross Rubinstein utilisé dans le paragraphe 3.3 du chapitre
5.
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Simulation des modéles avec sauts

On a considéré au chapitre 7 une extension du modele de Black et Scholes comportant
des sauts, nous allons décrire une méthode permettant de simuler ce processus. On reprend les
notations et les hypothéses du chapitre 7 paragraphe 2. Le processus (X¢)>o servant de modele
d’actif s’écrit :

N¢
X, = x (Hu + uj)) e(n—0o%/2troWe (8.3)

j=1

ou (W4) >0 est un mouvement brownien standard , (N )0 est un processus de Poisson d’inten-
sité A, et (U;);>1 est une suite de variables aleatoires indépendantes equidistribuées, a valeurs
dans ] —T1, +oo[ de loi p(dx). Les tribus engendrees par (W4)i>o, (Nt)i>o, (U;);>1 sont suppo-
sées indépendantes.

Pour simuler ce processus aux instants nAt, notons que I’on a :

Xnat = x X (Xae/x) X (Xoae/Xat) X ..o X (Xnat/Xm-1)at)-

Si I’on note Yy = (Xxat/Xk—1)at), ON peut prouver, a I’aide des propriétés de (N+) >0, (Wi)to0
et (Uj);>1 que la suite des (Yy)w>1 forme une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi. Comme X, ar = xY7...Y,, la simulation de X aux instants nAt se ramene a celle
de la suite (Yy)i>1. Cette suite etant indépendante équidistribuee, il suffit de savoir simuler
Y7 = Xa¢/x. On procéde, alors, comme suit :

— On simule une variable aléatoire gaussienne centrée réduite g.

— On simule une variable aléatoire poissonienne de paramétre AAt : N.

— Si N = n, on simule n variables aléatoires selon la loi p(dx) : Uy, ..., Un.
Toutes ces variables sont supposées indépendantes. Alors, il est facile de se convaincre en utili-
sant I’équation (8.3) que la loi de :

N
(H(] _|_u])) e(ufoz/Z)At—O—cr\/Eg

j=1

est identique a celle de Y;.

2 Quelques algorithmes utiles

Nous avons rassemblé ici quelques algorithmes d’usage courant lorsque 1’on cherche a cal-
culer des prix d’options.

2.1 Approximation de la fonction de répartition d’une gaussienne

On a vu au chapitre 4 que le calcul du prix des nombreuses options classiques se raméne a

I’évaluation de :
X2 dx

N(X) :P(XSX) :JX eiTE.

ou X est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. Vu I’importance de cette fonction
pour les cacluls d’option, nous en donnons deux formules d’approximation tirées de [AS70].
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La premiére approximation est précise a 10~ prés, mais elle utilise un appel a la fonction
exponentielle. Six > 0:

p = 0.2316419
b; = 0.319381530
b, = —0.356563782
by = 1781477937
b, = —1.821255978
bs =  1.330274429
t = 1/(1+px)

1 x2
Nx)~1———e 7
V21
La deuxieme approximation est précise a 10~ prés mais elle ne fait intervenir qu’une fraction
rationnelle. Six > 0:

(b1t + byt + bst3 + byt + bst>).

ci = 0.196854
c; = 0.115194
c3 = 0.000344
cs = 0.019527

1
N(x)~1-— 2(1 +cix 4+ cox? + e + caxH)

2.2 Implémentation informatique de la méthode de Brennan et Schwartz

Le programme suivant implémente le calcul du prix d’un put américain en utilisant la mé-
thode décrite au chapitre 5 paragraphe 3.2. On effectue un changement de variable logarith-
mique, on discrétise I’inéquation parabolique par une méthode totalement implicite et I’on ré-
sout I’inéquation en dimension infinie a I’aide de I’agorithme décrit page 112.

#i ncl ude <mat h. h>
#i ncl ude <stdio. h>

#def i ne NorePasPri x 200
#defi ne NorePasTenps 200
#defi ne Precision 0.01

#def i ne NoreDeJour sDansAnnee 360

typedef |ong Date;
typedef doubl e Montant;

typedef struct PutAmericain {
Dat e DateContrat; /* en jours */
Dat e Dat eEcheance; /* en jours */
Mont ant Pri xExerci ce;

} Put Anericain;

typedef doubl e vecteur[ NorePasPri x];

typedef struct Mdele {

doubl e r; /* taux d'interet annuel sans risque */
doubl e sigma; /* volatilite annuelle */
doubl e xO0; /* Valeur initiale de |’ EDS */

} Mbdel e;

doubl e ost acl ePut (doubl e x, Put Anericain Opt)

doubl e u = Opt. PrixExercice - exp(x);
if (u>0) return u; else return 0.0;

}

doubl e Prix(long t, double x, PutAnmericain option, Mdele nodele)
/* Calcule le prix de |""option" dans le "nodele" a |’instant "t"
si le prix du sous jacent a cet instant est "x". */
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{
vecteur Qbst, A B, C G
doubl e al pha, beta, gamma, h, k, vv, tenmp, r, y, delta, Tenps;
long Indice, IndicePrix, I|ndiceTenps;
double | = 2.0;/* largeur de |'intervalle a considerer */
Tenps = (doubl e) (opti on. Dat eEcheance - t) / NoreDeJour sDansAnnee;
k = Tenps / NbrePasTenps;
r = nmodele.r;
vv = nodel e. sigma * nodel e. si gna;
h=2*1 1/ NbrePasPrix;
alpha = k * ((r - vw/ 2.0) / (2.0* h) - v/ (2.0* h* h));
beta =1+ k* (r + v/ (h* h));
gamma = k * ((vw / 2.0 -r) / (2.0* h) - vw / (2.0* h* h));
for (IndicePrix = 0; IndicePrix < NorePasPrix; IndicePrix++) {
Al I ndi cePrix] = al pha;
B[ I ndi cePrix] = beta;
C I ndi cePrix] = gammms;
}
B[ 0] = beta + al pha;
B[ NbrePasPrix - 1] = beta + ganma;
dIndicePrix - 1] = 0.0;
for (IndicePrix = NorePasPrix - 1; IndicePrix >= 1; IndicePrix--)
B[ IndicePrix - 1] -= (IndicePrix - 1] * AllndicePrix] / B[IndicePrix];
for (IndicePrix = 0; IndicePrix < NorePasPrix; IndicePrix++) AllndicePrix] /= B[IndicePrix];
for (IndicePrix = 1; IndicePrix < NorePasPrix; IndicePrix++) CIndicePrix - 1] /= B[IndicePrix];
y = 1og(x);
for (IndicePrix = 1; IndicePrix <= NorePasPrix; |ndicePrix++)
Qost[IndicePrix - 1] = QbstaclePut(y - | + IndicePrix * h, option);
for (IndicePrix = 0; IndicePrix < NorePasPrix; IndicePrix++)
d IndicePrix] = Qobst[lndicePrix];
for (IndiceTenps = 1; IndiceTenps <= NbrePasTenps; |ndiceTenps++) {
for (IndicePrix = NorePasPrix - 1; IndicePrix >= 1; IndicePrix--)
g lIndicePrix - 1] -= CIndicePrix - 1] * JIndicePrix];
G§o] /= B[O];
for (IndicePrix = 2; IndicePrix <= NorePasPrix; IndicePrix++) {
dlIndicePrix - 1] = dIndicePrix - 1] / B[lIndicePrix - 1]
- AllndicePrix - 1] * dIndicePrix - 2];
tenp = Qbst[IndicePrix - 1];
if (dlndicePrix - 1] < tenmp) JlIndicePrix - 1] = tenp;
}
}
I ndice = NorePasPrix / 2;
delta = (dlIndice] - lIndice - 1]) / h;
return (Indice - 1] + delta * (Indice * h - 1));
}
/* Exenple :

Put Areri cain contrat = {0, 360, 45};
Mbdel e nodel e = {0.09, 0. 3, 45};
printf("%\n",Prix(0,45,contrat, nodele));*/

2.3 L’algorithme de Cox Ross pour le calcul du prix d’une option améri-

caine

Une autre facon courante de calculer le prix du put américain est la méthode de Cox Ross
Rubinstein (voir le paragraphe 3.3 du chapitre 5). Nous en donnons ici une implémentation

informatique.

#i ncl ude <mat h. h>
#i ncl ude <stdio. h>

#define Taille 1000
typedef double Etat[Taille + 1];

typedef struct Option {
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doubl e TauxAnnuel ;
doubl e Signa;

double T;

doubl e Val eurlnitiale;
doubl e K;

} Option;

doubl e pl us(doubl e x)
{

return (x>0?x:0);

}

doubl e Prix(Option opt)

{
double r, a, b, proba, pl, p2, tnp, ro, xnax;
Etat P, roi;
long i, j, N

/* Cal cul des parametres de Cox Ross */

N = 500;

r = opt. TauxAnnuel * opt. T/ N,

a=(1+r) * exp(-opt.Sigma * sqrt(opt. T/ N)) - 1,
b=(1+r) * exp(opt.Sigma * sqrt(opt. T/ N) - 1;

proba = (b - r) / (b - a);
/* par souci d'efficacite on calcule
| e maxi mum de choses en dehors de | a boucle principale */
ro=(1+a) / (1 +b);
roi[0] 1.0;
for (i 1; i <= N i++4)
roi[i] =ro * roi[i - 1];
pl = (1 - proba) / (1 +r);
p2 = proba / (1 +r);
/* Aun instant j, P[i] approxinme P(j,x(1+a)”i (L1+b) (N-j-i)) */
/* en N: Pli] = (K-x(1+a)™i (1+b)~M(N-i))+ */

xmax = opt.Valeurlnitiale * pow(1 + b, N);
for (i =0; i <= N 1i++)
P[i] = plus(opt.K - xmax * roi[i]);
for (j =1, j <= N j++) {
xmex /=1 + b;
for (i =0; i <= N- j; i++) {
P[i] =p1 * P[i] + p2 * P[i + 1];

tmp = plus(opt.K - xmax * roi[i]);
if (tmp > P[i])
P[i] = tnp;
}

return (P[0O]);
}

3 EXxercices

Exercice 44 Soit X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrees réduites, calculer la
loi du couple de variables aléatoires (/X2 + Y2, arctg(Y/X)). En déduire que si U; et U,
sont deux variables aléatoires uniformes sur [0, 1] et indépendantes, les variables aléatoires

\/—2log(Uy) cos(27tU;) et /—2log(U;4)sin(27tU,) sont indépendantes et suivent une loi
gaussienne centrée réduite.

Exercice 45 Soit f une fonction de R dans R, telle que f(x) > 0 pour tout x, et telle que
jfzz f(x)dx = 1. On veut simuler une variable aléatoire X de loi f(x)dx. On pose F(u) =

ﬁoo f(x)dx. Démontrer que si U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], alors la loi de
F~'(U) est f(x)dx. En déduire une méthode de simulation de X.

Exercice 46 On modélise un actif a risque S par I’équation differentielle stochastique :

dSt = St(udt—l-Gth)
So = X, ’
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ou (W40 est un mouvement brownien standard, o la volatilité et r est le taux d’intérét sans
risques. Proposer une méthode de simulation permettant d’approcher :

E (e_TT (l JTSSds — ST> ) .
T, N

Interpréter la valeur précédente en terme d’option.

Exercice 47 Le but de cet exercice est d’étudier I’influence de la fréquence de couverture sur
la variance d’un portefeuille d’options. L’actif par rapport auquel on considére les options est
décrit par le modeéle de Black et Scholes :
dS¢ = Si(pdt+ ocdW,)
{ So = X

(Wy) >0 désigne un mouvement brownien standard, o la volatilité annuelle et r designe le taux
d’intérét annuel sans risques. On prendra par la suite r = 10%/année, o = 20%/+/année = 0.2
et x = 100.

“Se couvrir a delta nul a I’instant t” signifie que I’on calcule la quantité d’actif risqué né-
cessaire a la couverture et que I’on effectue les transactions adéquates (achat ou vente d’actif)
pour réaliser cette couverture.

Dans la suite, toutes les options décrites auront une échéance de 3 mois et porteront sur une
unité d’actif . On choisira I’'une des combinaisons d’options suivantes :

— Bull spread : constituée de I’achat d’un call de prix d’exercice 90 (abrégé en call 90) et

de la vente d’un call 110 de méme échéance.

— Strangle : constituée de la vente d’un put 90 et de la vente d’un call 110.

— Condor : constituée de la vente d’un call 90, de I’achat d’un call 95 et d’un call 105 et de

la vente d’un call 110.

— Put ratio backspread : constituée de la vente d’un put 110 et de I’achat de 3 puts 90.
On considérera que, a I’instant 0, I’opérateur encaisse (ou déecaisse) les primes et qu’il doit par
la suite constituer un portefeuille autofinancé.

On suppose d’abord que 1 = r. On demande d’écrire un programme qui :

— simule I’actif décrit précédemment

— calcule la moyenne et la variance de la valeur finale actualisée du portefeuille dans les cas

suivants :

— On ne se couvre pas du tout : on vend I’option, on touche la prime, on attend 3 mois,
on tient compte de I’exercice de I’option vendue et on calcule la valeur du portefeuille.

— On se couvre immédiatement aprés la vente de I’option, puis on ne fait rien.

— On se couvre immédiatement apreés la vente, puis tous les mois.

— On se couvre immédiatement apreés la vente, puis tous les 10 jours.

— On se couvre immédiatement aprés la vente, puis tous les jours.

Etudier I’influence de la fréquence de discrétisation.

On reprendra la simulation précédente en supposant que 1 # 1 (prendre des valeurs de p

supérieures et inférieures a r). Y a-t-il des opportunités d’arbitrage ?

Exercice 48 On suppose que (W})>o est un mouvement brownien standard et que (1l;)i>; est
une suite de variables aléatoires indépendantes valant +1 ou —1 avec probabilité 1/2. On pose
Sn=Xi+ -+ Xn.

1

1. Démontrer que, si que Xi = —=Spy, X{ tend en loi vers W.
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2. Soient t et s deux réels positifs, en utilisant le fait que la variable aléatoire X}  — X}* est
indépendante de XT', démontrer que le couple (Xt , XT') tend, en loi, vers (Wi, Wy).

3.Si0<ty <--- <t démontrer que (X{‘],---,X{;) tend en loi vers (Wy,, - -+, Wy, ).



Appendice

1 Variables aléatoires gaussiennes

Dans ce paragraphe, nous rappelons les principales propriétés des gaussiennes. On trouvera
les démonstrations des résultats dans [Bou86], chapitre VI, paragraphe 9.

1.1 Gaussiennes réelles

Une variable aléatoire réelle X est appelée gaussienne centrée réduite si elle admet pour

densité la fonction
ni) = I exp X
V2n P\=2 )

La loi de X est alors appelée loi normale centrée réduite.

Si X est une gaussienne centrée réduite et si m et o sont des nombres réels, la variable
aléatoire Y = m + oX est appelée gaussienne de paramétres m et o. La loi de Y est la loi
normale de paramétres m et o, notée N'(m, o) (cette loi ne dépend pas du signe de o car X
et —X ont méme loi). Les paramétres m et o2 sont respectivement la moyenne et la variance de
Y. Si o0 # 0, la densité de Y est donnée par la fonction \/7 exp( ST ) Sio =0, laloi
de Y est la mesure de Dirac en m et n’a donc pas de densite ; on parle parfois, dans ce cas, de
gaussienne “dégénérée”.

Si X est une gaussienne centrée réduite, pour tout nombre complexe z, on a

2

E (ezx) —eT.

La fonction caractéristique de X est donc donnée par px(u) = e /2 et celle d’une gaussienne
de moyenne m et de variance o2 par ¢y(u) = e™™e /2 || est utile de savoir que si X suit
la loi normale centrée réduite, ona P(|X| > 1,96...) =0,05etP(|X| > 2,6...) =0,01. Pour
les grandes valeurs de t > 0, I’estimation suivante est intéressante :

1 i 2 o 2 eftz/z
PX>t) = — X/zdx<—J xe X /2dx = .
( ) V21 L tvV 27 tvV 27

Rappelons qu’il existe de trés bonnes approximations de la fonction de répartition de la loi nor-
male centrée réduite (cf. chapitre 8) ainsi que des tables statistiques (cf. par exemple [Bou86]).

1.2 \Vecteurs gaussiens

Définition 1.1 Une variable aléatoire X = (X;, ..., Xq4) avaleurs dans R¢ est appelée vecteur
gaussien, si pour tous reels aq,..., ag, la variable aléatoire réelle ZL a;X; est une gaus-
sienne.

Les composantes X;,. .., Xq d’un vecteur gaussien sont évidemment des gaussiennes, mais il
ne suffit pas que les coordonnées d’un vecteur soient gaussiennes pour que le vecteur soit gaus-
sien. Par contre, si Xy, X,..., Xq sont des gaussiennes réelles indépendantes, alors le vecteur
(X1, ..., Xq) est gaussien.

161
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La matrice de variance-covariance d’un vecteur aléatoire X = (Xy,...,Xq) est la matrice
I'(X) = (04j)1<1,j<a dont les coefficients sont donnés par :

oy = cov(Xy, X5) = E[(Xi — E(Xi)) (X5 — E(X;))].

On sait que, si les variables aléatoires Xy,.. ., X4 sont indépendantes, la matrice I'(X) est diago-
nale, et que la réciprogue est fausse en général, mais vraie dans le cas gaussien :

Théoréme 1.2 Soit X = (X;,...,Xq4) un vecteur gaussien a valeurs dans R9. Les variables
aléatoires Xj,..., Xq sont indépendantes si et seulement si la matrice de variance-covariance
du vecteur X est diagonale.

On trouvera une démonstration de ce résultat dans [Bou86], chapitre VI, p. 155.

Remarque 1.3 L’ importance des gaussiennes pour la modélisation vient notamment du théo-
reme central-limite (cf. [Bou86], chapitre VII, paragraphe 4). Pour I’estimation statistiques des
gaussiennes, on pourra se reporter a [DCD82] (chapitre 5) et, pour leur simulation, au chapitre
8.

2 Espérance conditionnelle

2.1 Exemples de sous-tribus

Soit (Q,.A) un espace probabilisable et soient B4, B,,..., B,,, n éléments de la tribu A
formant une partition de Q. La famille B des éléments de A qui sont vides ou de la forme
Bi, UBy, U---UBy, aveciy,..., ix € {1,...,n}, forme une sous-tribu finie 53 de .4, qui n’est
autre que la tribu engendrée par les B;.

Réciproquement, a toute sous-tribu finie B de A, on peut associer une partition finie
(By,...,Bn) de Q par des éléments de A, qui engendrent B : les B; sont les éléments non
vides de B qui ne contiennent pas d’autre élément de B qu’eux-mémes et la partie vide. On les
appelle les atomes de B. Il y a donc une correspondance biunivoque entre sous-tribus finies de
A et partitions finies de Q par des éléments de 4. Noter que si B est une sous-tribu finie de A,
une application de QO dans R (muni de sa tribu borélienne) est 5-mesurable si et seulement si
elle est constante sur chacun des atomes de B.

Soit maintenant une variable aléatoire X definie sur (Q, A), a valeurs dans un espace mesu-
rable (E, £). La tribu engendrée par X est la plus petite tribu rendant I’application X mesurable :
on la note o(X). C’est évidemment une sous-tribu de A et il est facile de voir que

oX)={AeATBeEA=X"(B)={X€eB}}.

On démontre qu’une variable aléatoire Y définie sur (Q, A), a valeurs dans un espace mesurable
(F, F) est o(X)-mesurable, si et seulement si elle est de la forme

Y=foX

ou f est une application mesurable de (E, ) dans (F, F) (cf. [Bou86], p.101-102). Autrement
dit, les variables aléatoires o(X)-mesurables sont exactement les fonctions mesurables de X.
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2.2 Propriétés de I’espérance conditionnelle

Soit (Q, A, P) un espace de probabilité et soit B une sous-tribu de A. La définition de
I’espérance conditionnelle repose sur le théoréme suivant (pour une démonstration, cf. [Bou86],
chapitre 8).

Théoréme 2.1 Pour toute variable aléatoire réelle intégrable X, il existe une variable aléatoire
réelle, intégrable B-mesurable, Y, unique aux ensembles négligeables pres, telle que :

VB e B E(X1g) = E(Y1g).

Y est appelée espérance conditionnelle de X sachant B et notée E(X|B).

Si B est une sous tribu finie, d’atomes By,..., B, ona E(X|B) = }_; XlB 13 , la somme
étant limitée aux atomes de probabilité non nuIIe. Ainsi, sur chaque atome Bl, la valeur de
E(X|B) est la valeur moyenne de X sur B;. Dans le cas de la tribu grossiere (B = {(), Q}), on a
E(X|B) = E(X).

Le maniement des espérances conditionnelles repose sur les propriétés suivantes.

1. Si X est B-mesurable, E(X|B) = X, p.s..
2. E(E(X|B)) = E(X).
3. Pour toute variable aléatoire Z B-mesurable et bornée, E (ZE(X|B)) = E(ZX).
4. Linéarité :
E (AX + uY|B) = AE (X|B) + uE (Y|B) ps..

5. Positivitée : si X > 0, alors E(X|B) > 0 p.s. et, plus généralement, X > Y = E(X|B) >
E(Y|B) p.s.. De cette propriété, on déduit que

[E(XIB)| < E(IX]IB) p.s

et donc que [|E(XIB) || q) < (X[l
6. Si C est une sous-tribu de B, alors :

E(E(X[B)IC) =E(XIC) ps

7. Si Z est B-mesurable et bornée, E (ZX|B) = ZE (X|B) p.s..
8. Si X est indépendante de B alors, E (X|B) = E (X) p.s..
La réciprogue de cette propriété est fausse, mais on a le résultat suivant.
Proposition 2.2 Soit X une variable aléatoire réelle. X est indépendante de la tribu B si et

seulement si :
vueR E(e™B) =E (e™) ps.. (8.4)

Démonstration : Compte tenu de la propriété 8 ci-dessus, il suffit de montrer que (8.4) en-

traine I’indépendance. Or, si E (ei“X!B) =E (emx), on a, pour tout B € B, E (emxlg) =
E (emx) P(B), par définition de I’espérance conditionnelle. Si P(B) # 0, on peut écrire que

E <emxp:l(-g)) —E (emx) .
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Cette égalité signifie que la fonction caractéristique de X est la méme sous la probabilité P
et sous la probabilité de densité % par rapport a P. L’égalité des fonctions caractéristiques
entraine I’égalité des lois et, par conséquent,

1
E|f(X =E (f(X
( ( )P(B)> (F(X)),
pour toute fonction borélienne bornée, ce qui entraine I’indépendance. [ |

Remarque 2.3 Si X est de carré intégrable, il en est de méme de E(X|B) et E(X|B) coincide
avec la projection orthogonale de X sur L%(Q, B, P), considéré comme sous-espace fermé de
L2(Q, A, P), muni du produit scalaire (X,Y) — E(XY) (cf. [Bou86], chapitre V11, paragraphe
2). L’espérance conditionnelle de X sachant B apparait alors comme la meilleure approximation
de X au sens des moindres carrés par une variable aléatoire B-mesurable de carré intégrable. En
particulier, si B est la tribu engendrée par une variable aléatoire &, I’espérance conditionnelle
E(X|B), qui est alors notée E(X]§), est la meilleure approximation de X par une fonction de &,
puisque les variables aléatoires o( £ )-mesurables sont les fonctions mesurables de &. Noter que
I’on a (en utilisant le théoreme de Pythagore!) || E(XIB)||12(q) < [ X|li2(q)-

Remarque 2.4 On peut aussi définir E(X|B) pour toute variable aléatoire X positive (sans
condition d’intégrabilité). On a alors E(XZ) = E (E(X|B)Z), pour toute variable aléatoire Z
B-mesurable positive et les regles de calcul sont essentiellement les mémes que dans le cas
intégrable (cf. [DCD82], chapitre 6).

2.3 Calculs d’espérances conditionnelles

La proposition suivante est tres souvent utilisée dans ce livre.

Proposition 2.5 Soit X une variable aléatoire 3-mesurable a valeurs dans (E, &) et soit Y
est une variable aléatoire indépendante de B, a valeurs dans (F, F). Pour toute fonction @
borélienne, positive (ou bornée) sur (E x F, & ® F), la fonction ¢ définie par :

Vx ek o@(x)=E(D(x,Y))
est borélienne sur (E, &) etona:
E(O(X,Y)IB) = ¢(X) p.s..

La signification de cette proposition est que, sous les hypotheses énoncées, on peut calculer
E (D(X,Y)|B) en faisant comme si X était une constante.
Démonstration : Notons Py laloideY.Ona:

o(x) = L@(x,y)dpy(w

et la mesurabilité de @ résulte du théoréme de Fubini. Soit maintenant Z une variable aléatoire
B-mesurable positive (par exemple Z = 1g, avec B € B). Si on note Px z la loi du couple
(X, Z), on a, en utilisant I’indépendance de Y et du vecteur (X, Z),

E(@(X,Y)Z) = NJ(D(X»U)dex,z(X,Z)dPY(U)

— <J CD(x,y)dpy(y)> zdPx z(x, z)

= | o(x)zdPx z(x, z)
= E ((P(X)Z) )
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ce qui entraine le résultat annoncé. [ |

Remarque 2.6 Dans un cadre gaussien, le calcul d’une espérance conditionnelle est particulié-
rement simple. En effet, si (Y, X5, X5, ..., X,) est un vecteur gaussien (a valeurs dans R™*),
I’espérance conditionnelle Z = E (Y|Xy, ..., X,,) est de la forme :

/= Co+ i CiXi,
i=1

ou les c; sont des constantes réelles. Cela signifie que la fonction des X; qui approche au mieux
Y est une fonction affine et que I’on peut calculer Z en projetant dans L? la variable aléatoire
Y sur le sous-espace vectoriel linéairement engendré par la constante 1 et les X; (cf. [Bou86],
chapitre 8, paragraphe 5).

3 Théoreme de séparation des convexes

Dans ce paragraphe, nous donnons la version du théoreme de séparation des convexes uti-
lisée dans le chapitre 1. Pour plus de détails sur ces questions, on pourra consulter I’annexe de
[Min83]. On a tout d’abord I’énoncé suivant.

Théoreme 3.1 Soit C un convexe fermé ne contenant pas I’origine. 1l existe une forme linéaire
&sur R™et o > O tels que :
Vx e C &(x) > a.

L’hyperplan &(x) = 0 ne rencontre donc pas C.

Démonstration : Soit A un réel positif tel que la boule fermée B(A) centrée a I’origine et de
rayon A rencontre C et soit x, réalisant le minimum de la fonction continue x — ||x|| (ou || - ||
est la norme euclidienne) sur le compact C N B(A). On a immédiatement :

vx e C x| = [Ixoll-

Le vecteur xo n’est autre que la projection de I’origine sur le convexe fermé C. Soit maintenant
x € C,ona, pour toutt € [0, 1], xo + t(x — x0) € C, puisque C est convexe. En développant
les deux membres de I’inégalité

Ixo + t(x = x0)[[* > [Ixoll?,

et en notant xo.x le produit scalaire de x, et x, on obtient I’inégalité xo.x > ||xo[/* > 0, pour
tout x € C, ce qui donne immédiatement le résultat annoncé. |

Théoreme 3.2 Soit K un convexe compact et soit V un sous-espace vectoriel de R™, disjoint de
K. Il existe une forme linéaire & sur R™, vérifiant les deux conditions suivantes :

1. ¥xe K §&(x)>0.
2. Vx eV §(x)=0.
Le sous-espace V est donc contenu dans un hyperplan qui ne rencontre pas K.
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Démonstration : L’ensemble
C=K—-V={xeR"| Jy,z) eKxV,x=y—1z}

est convexe, fermé (car V est fermé et K est compact) et ne contient pas I’origine. D’apres le
théoreme 3.1, on peut donc trouver une forme linéaire & sur R™ et o« > 0 tels que :

Vx e C &(x) > a.

D’ou :
YyeK,VzeV E&y)—E&(z) > a. (8.5)

En fixant y et en appliquant (8.5) a Az, avec A € R, on obtient : Vz € V &(z) = 0, puis
Yy € K &(y) > «, ce qui achéve la démonstration. [ |
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