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²³´ µ¶·¸µ¹´ ´µ¹· º¹ »³´ ³¼³½¶¾³´ »¿º¹³ À¾Á´´³ »¿ÁÀ·¸Â´ ¶¾º´ ¾ÁÃÄ³ Á¶¶³¾¾Å³

¾³´ ÁÀ·¸Â´ Àµ¹»¸·¸µ¹¹³¾´� Æ¾ ´¿ÁÄ¸· »¿º¹ ÁÀ·¸Â »µ¹· ¾³´ Ã³À³··³´ Âº·ºÃ³´ »Å¶³¹»³¹·
»¿º¹ ÅÇÈ¹³½³¹· »µ¹· ¾¿̧ ´´º³ ³´· ¸¹À³Ã·Á¸¹³�
É¹³ µ¶·¸µ¹ »¿ÁÀÊÁ· Ëµº ÌÍÎÎÏ ³´· º¹ ·¸·Ã³ Ð¹Á¹À¸³Ã Àµ¹»¸·¸µ¹¹³¾ Ñº¸ »µ¹¹³
¾³ »Ãµ¸·Ò ½Á¸´ ¹µ¹ ¾¿µÓ¾¸ÄÁ·¸µ¹Ò »¿ÁÀÊ³·³Ã º¹ ÁÀ·¸Â »Å·³Ã½¸¹ÅÒ Á¶¶³¾Å ¾¿ÁÀ·¸Â
Àµ¹·¸¹Ä³¹· Ëµº ´µº´ÔÕÁÀ³¹·ÏÒ Ö º¹ ¶Ã¸¼ Àµ¹Ç³¹º Ö ¾¿ÁÇÁ¹À³ Ë¹µ½½Å ¶Ã¸¼ »¿³¼³ÃÔÀ¸À³ µº ×ØÙÚÛÜÏ Ö º¹³ »Á·³ »¿ÅÀÊÅÁ¹À³ »Å·³Ã½¸¹Å³ T ËÁ¶¶³¾¾Å³ ½Á·ºÃ¸·ÅÏ µº
½Ý½³ ÁÇÁ¹·� Þ³ ½Ý½³Ò ¾¿µ¶·¸µ¹ »³ Ç³¹·³ Ëµº ßàØÏ ³´· ¾³ »Ãµ¸· »³ Ç³¹»Ã³ ¾¿ÁÀ·¸Â
´µº´ÔÕÁÀ³¹· Áº ¶Ã¸¼ »¿³¼³ÃÀ¸À³ Ö ¾Á »Á·³ »¿ÅÀÊÅÁ¹À³ á µº ÁÇÁ¹·�
²¿µ¶·¸µ¹ ³´· »¸·³ ÜàÙâßãÜääÜ ´¸ ³¾¾³ ¹¿³´· ³¼³ÃåÁÓ¾³ Ñº¿Ö ¾Á »Á·³ »¿ÅÀÊÅÁ¹À³ T Ò³· ÍæãÙÚÌÍÚäÜ ´¸ ³¾¾³ ¾¿³´· Ö ·µº· ½µ½³¹· Õº´Ñº¿Ö T � ²³´ µ¶·¸µ¹´ ¶³Ã½³··³¹·Áº¼ ¸¹Ç³´·¸´´³ºÃ´ »³ ½µ»º¾³Ã ¾³ Ã¸´Ñº³ Ñº¿̧ ¾´ ¶Ã³¹¹³¹· ¶ÁÃ ÃÁ¶¶µÃ· Áº¼ ÁÀ·¸Â´
´µº´ÔÕÁÀ³¹·´�
²³ ¶ÃµÓ¾È½³ ·ÃÁ¸·Å ¶ÁÃ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ ³´· ¾¿ÅÇÁ¾ºÁ·¸µ¹ ³· ¾Á ÀµºÇ³Ã·ºÃ³
»¿º¹³ µ¶·¸µ¹ »³ ·ê¶³ ³ºÃµ¶Å³¹ ´ºÃ º¹³ ÁÀ·¸µ¹ »¸´·Ã¸ÓºÁ¹· »³´ »¸Ç¸»³¹»³´� ²³
½µ»È¾³ Ñº¸ ³¹ ³´· ¸´´º ¶³Ã½³· Á¾µÃ´ »³ »ÅÐ¹¸Ã ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »¿º¹³ µ¶·¸µ¹ Ö ¾¿Á¸»³
»³ »µ¹¹Å³´ ÀÁÃÁÀ·ÈÃ¸´·¸Ñº³´ µÓ´³ÃÇÅ³´ ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ ë ¶Ã¸¼ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â ´µº´ÔÕÁÀ³¹·Ò·Áº¼ »¿̧ ¹·³Ã³·Ò ·Áº¼ »³ »¸Ç¸»³¹»³Ò ½Á·ºÃ¸·Å���
²Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å »³ ¾¿ÁÀ·¸Â ³´· ÅÄÁ¾³½³¹· º¹ ¶ÁÃÁ½È·Ã³ »º ½µ»È¾³ ³· À¿³´· ¾³
Àµ½¶µÃ·³½³¹· »³ À³··³ ÇÁ¾³ºÃ Ñº¸ ´³Ã· »³ Ã³¶ÈÃ³ ¶µºÃ ¾Á ¶Ã¸´³ »³ »ÅÀ¸´¸µ¹
»³´ ·ÃÁ»³Ã´� ²Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¶³º· Ý·Ã³ ³´·¸½Å³ Ö ¾¿Á¸»³ »³ »µ¹¹Å³´ Ê¸´·µÃ¸Ñº³´ËÇµ¾Á·¸¾¸·Å Ê¸´·µÃ¸Ñº³ÏÒ µº Ó¸³¹ ³¾¾³ ´³ »Å»º¸· »³´ ¶Ã¸¼ »³ Àµ·Á·¸µ¹´ »³´ µ¶·¸µ¹´
µÓ´³ÃÇÅ³´ ËÇµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³Ï� ²³ ½µ»È¾³ »³ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ Å·Á¹· ÀµºÃÁ½³¹·º·¸¾¸´Å »Á¹´ ¾³´ ´Á¾¾³´ »³ ½ÁÃÀÊÅÒ ¾³´ µ¶·¸µ¹´ ³ºÃµ¶Å³¹¹³´ ´µ¹· ·µº·³´ Àµ·Å³´
³¹ ·³Ã½³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ³· »³ ¹µ½ÓÃ³º´³´ ´·ÃÁ·ÅÄ¸³´ »ê¹Á½¸Ñº³´ »¿̧ ¹ÔÇ³´·¸´´³½³¹· ³· »³ Ä³´·¸µ¹ »³ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ ´¿Á¶¶º¸³¹· ´ºÃ ¾¿Å·º»³ »³ À³ ¶ÁÃÁ½È·Ã³�
²¿µÓÕ³À·¸Â »³ À³ ¶ÃµÕ³· ³´· ¾Á Àµ¹À³¶·¸µ¹Ò ¾Á ÃÅÁ¾¸´Á·¸µ¹ ³· ¾Á ½¸´³ ³¹ ¶¾ÁÀ³
»¿º¹ ¶ÃµÄÃÁ½½³ ¶³Ã½³··Á¹· »¿³´·¸½³Ã ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ »Á¹´ ¾³ ½µ»È¾³ »³
ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ Ö ¾¿Á¸»³ »³ »µ¹¹Å³´ ÃÅ³¾¾³´ µÓ´³ÃÇÅ³´ ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ� ì ¶ÁÃ·¸Ã
»³ ¾¿Ê¸´·µÃ¸Ñº³ »³´ ¶Ã¸¼ »³ Àµ·Á·¸µ¹ »³´ µ¶·¸µ¹´ ´ºÃ ¾¿̧ ¹»¸À³ íéîÒ µ¹ ´³ ¶Ãµ¶µ´³
»³ »Å»º¸Ã³ º¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ¶³Ã½³··Á¹· Á¾µÃ´ »³
Àµ¹´·Ãº¸Ã³ º¹³ ´ºÃÂÁÀ³ ³¹ �Þ� ï¹ ³´· Á¾µÃ´ ³¹ ½³´ºÃ³ »¿Å·º»¸³Ã ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »Á¹´
¾³ ·³½¶´ »³ À³··³ ´ºÃÂÁÀ³ ³· »¿µÓ´³ÃÇ³Ã ´³´ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹´ Ö ¾¿Á¸»³ »¿º¹³ Á¹Á¾ê´³
³¹ Àµ½¶µ´Á¹·³´ ¶Ã¸¹À¸¶Á¾³´ ËìðñÏ�
²³ ¶ÃµÄÃÁ½½³Ò ÃÅÁ¾¸´Å ³¹ ðòòÒ º·¸¾¸´³ ¾³´ ¹µ½ÓÃ³º´³´ Âµ¹À·¸µ¹¹Á¾¸·Å´ »³
¾Á Ó¸Ó¾¸µ·ÊÈÑº³ éá²Ò ¶³Ã½³··Á¹· Á¸¹´¸ »³ ÄÈÃ³Ã ÂÁÀ¸¾³½³¹· ³· ³óÀÁÀ³½³¹·º¹ ÄÃÁ¹» ¹µ½ÓÃ³ »³ »µ¹¹Å³´ Ö ¾¿Á¸»³ »³ ¾¸´·³´ ÀÊÁô¹Å³´� ²³ ¶ÃµÄÃÁ½½³ ÂÁ¸·ÅÄÁ¾³½³¹· Á¶¶³¾ Áº¼ ½Å·Êµ»³´ »³ ¾Á Ó¸Ó¾¸µ·ÊÈÑº³ ´À¸³¹·¸ÐÑº³ õé² Ñº¸ ÂÁÀ¸¾¸·³
¾³´ ÀÁ¾Àº¾´ »³ ·ê¶³ µ¶·¸½¸´Á·¸µ¹ ³· Á¾ÄÈÓÃ³ ¾¸¹ÅÁ¸Ã³�
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ö ÷¯®®bjggb®±eg leø°jgeg
ùúû üýþÿ����� ��ý�����
²³ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ³´· º¹ »³´ ¶ÃµÀ³´´º´ ´·µÀÊÁ´·¸Ñº³´ ¾³´ ¶¾º´ ÀµºÔÃÁ½³¹· º·¸¾¸´Å´ ÀÁÃ ¸¾ ´³Ã· »³ ÓÁ´³ ¶µºÃ ¾Á Àµ¹´·ÃºÀ·¸µ¹ »³ ¾Á ¶¾º¶ÁÃ· »³´ ½µ»È¾³´

»¿ÁÀ·¸Â´ Ð¹Á¹À¸³Ã´ ³· »³ ·Áº¼ »¿̧ ¹·ÅÃÝ·�
��	ovpvro 
 éµ¸· ËΩ,A,P )

º¹ ³´¶ÁÀ³ ¶ÃµÓÁÓ¸¾¸´Å ³· W = {W (t),t ∈ <+}
º¹

¶ÃµÀ³´´º´ ´·µÀÊÁ´·¸Ñº³ Ö ÇÁ¾³ºÃ »Á¹´ <� � ³´· º¹ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ Ëµº
¶ÃµÀ³´´º´ »³ �¸³¹³ÃÏ ´¸ ³· ´³º¾³½³¹· ´¸ ë

� ñµºÃ ·µº· (t1,...,tM )
Ò ¾³ Ç³À·³ºÃ (W (t1),...,W (tM )) ³´· ÄÁº´´¸³¹ »¿³´¶ÅÃÁ¹À³¹º¾¾³�

� ñµºÃ ·µº· t1 ≤ t2 E[W (t1)W (t2)] = t1

²³ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ³´· º¹ ¶ÃµÀ³´´º´ Ö ÁÀÃµ¸´´³½³¹·´ ¸¹»Å¶³¹»Á¹·´ ³· ´·ÁÔ·¸µ¹¹Á¸Ã³´ »µ¹· ¾³´ ·ÃÁÕ³À·µ¸Ã³´ ´µ¹· Àµ¹·¸¹º³´Ò À³ Ñº¸ ´¸Ä¹¸Ð³ ë
� ðµ¹·¸¹º¸·Å ë ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ s 7→ Ws(t)

³´· º¹³ Âµ¹À·¸µ¹ Àµ¹·¸¹º³ Ë¶Ã³´Ñº³
´ºÃ³½³¹·Ï�

� Æ¹»Å¶³¹»Á¹À³ »³´ ÁÀÀÃµ¸´´³½³¹·´ ë é¸ s ≤ t
Ò
Xt − Xs

³´· ¸¹»Å¶³¹»Á¹· »³
¾Á ·Ã¸Óº

Fs = (Xu,u ≤ s)
�

� é·Á·¸µ¹ÁÃ¸·Å »³´ ÁÀÀÃµ¸´´³½³¹·´ ë é¸ s ≤ t
Ò ¾Á ¾µ¸ »³ Xt −Xs

³´· ¸»³¹·¸Ñº³Ö À³¾¾³ »³ Xt−s −X0
�

áµº· Áº ¾µ¹Ä »º ¶ÃµÕ³·Ò ¸¾ ´³ÃÁ ÂÁ¸· º´ÁÄ³ »º ·³Ã½³ »³ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹Ò
´Á¹´ ¶µºÃ Áº·Á¹· ¶ÃÅÀ¸´³Ã Ñº¿̧ ¾ ´¿ÁÄ¸· »¿º¹ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ´·Á¹»ÁÃ»Ò »ÅÐ¹¸
¶ÁÃ ë

� W0 = 0
� ∀ 0 ≤ s ≤ t

Ò
Wt −Ws ∼ N(0,t− s)

� ∀ 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn
Ò ¾³´ Ç�Á� {Wti+1

−Wti
,i = 0,...,n − 1} ´µ¹·¸¹»Å¶³¹»Á¹·³´�

Wt
´º¸· º¹³ ¾µ¸ ¹µÃ½Á¾³ 
Ë�Ò·Ï ë ft(x) = 1√

2πt
e−

x2

2t

�qr�qv�p�{ 

� éê½Å·Ã¸³ ë ´¸ Wt

³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹Ò Á¾µÃ´ −Wt
³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹�

� íÀÊ³¾¾³ ë ´¸ Wt
³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹Ò Á¾µÃ´ ∀c > 0

Ò 1
cWc2t

³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹�
� áÃÁ¹´¾Á·¸µ¹ ë ´¸Wt

³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹Ò Á¾µÃ´ ∀hÒ Wt+h−Wt
³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹�

� �³·µºÃ¹³½³¹· ë ´¸ Wt
³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹ ´ºÃ [0,T ]

Ò Á¾µÃ´WT −WT−t
³´· º¹

çÃµ�¹¸³¹ ´ºÃ [0,T ]
�

� ðµ½¶µÃ·³½³¹· Ö ¾¿̧ ¹Ð¹¸ ë ´¸ Wt
³´· º¹ çÃµ�¹¸³¹Ò Á¾µÃ´ tW 1

t

³´· º¹ çÃµ�Ô¹¸³¹�
� ñÃµ¶Ã¸Å·Å »³ �ÁÃèµÇ ë ∀f ¸¹·ÅÄÃÁÓ¾³Ò E[f(Wt)|Wu,u ≤ s] = E[f(Wt)|Ws]

²³´ ·ÃÁÕ³À·µ¸Ã³´ »º ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ´µ¹· Àµ¹·¸¹º³´ ½Á¸´ ¹³ ´µ¹· »ÅÃ¸ÇÁÓ¾³´
³¹ ÁºÀº¹ ¶µ¸¹·� ²³´ ÇÁÃ¸Á·¸µ¹´ »º ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ´µ¹· ¸½¶ÃÅÇ¸´¸Ó¾³´�

�



ùúù ��ý����þ� �� ���þ��ý�
��	ovpvro 
 ï¹ Á¶¶³¾¾³ ¶ÃµÀ³´´º´ »³ »¸�º´¸µ¹ º¹ ¶ÃµÀ³´´º´ Á¾ÅÁ·µ¸Ã³ X(t)t≥0·³¾ Ñº³ ¾Á ÇÁÃ¸Á·¸µ¹ »³ X(t) ´³ »ÅÀµ½¶µ´³ Àµ½½³ ë

dX(t) = µ(t)dt+ σ(t)dW (t)

µ� µ ³´· Á¶¶³¾Å ¾Á s�qv�| Ë»Ã¸Â·Ï ³· σ ¾³ ur|�uv|op s| sv�t{vro�
ï¹ ¶³º· Á¾µÃ´ »¸Ã³ Ñº¿º¹ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ³´· º¹ ¶ÃµÀ³´´º´ »³ »¸�º´¸µ¹ »³
»ÅÃ¸Ç³ µ(t) = 0 ³· »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å σ(t) = 1

�
²³´ ·ÃÁÕ³À·µ¸Ã³´ »¿º¹ ¶ÃµÀ³´´º´ »³ »¸�º´¸µ¹ µ¹· ¾Á ½Ý½³ ¸ÃÃÅÄº¾ÁÃ¸·Å Ñº³ À³¾¾³´
»º ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹�
�qr�qv�p� 
 É¹ ¶ÃµÀ³´´º´ »³ »¸�º´¸µ¹ ¶µ´´È»³ »³´ ·ÃÁÕ³À·µ¸Ã³´ Àµ¹·¸¹º³´ ½Á¸´
¹µ¹ »ÅÃ¸ÇÁÓ¾³´ ³¹ ·µº· ¶µ¸¹·�
¤|��| s��pr 

é¸
W (t) ³´· º¹ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ³· f º¹³ Âµ¹À·¸µ¹ »³ À¾Á´´³ C2 Ò Á¾µÃ´

Xt = f(Wt)
³´· º¹ ¶ÃµÀ³´´º´ »³ »¸�º´¸µ¹ Ñº¸ ÇÅÃ¸Ð³ ë

dXt = f ′(Wt)dWt +
1

2
f ′′(Wt)dt

í¹ ¶ÁÃ·¸Àº¾¸³ÃÒ ´Á ·³¹»Á¹À³ ¸¹´·Á¹·Á¹¹Å³ ÇÁº· ë µ(t) = 1
2f

′′(Wt)
³· ´Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å¸¹´·Á¹·Á¹¹Å³ ³´· ÅÄÁ¾³ Ö σ(t) = f ′(wt)

�
�Á¸´ ´¸ ¾¿µ¹ »ÅÐ¹¸· ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ f : (t,y) 7→ f(t,y)

º¹³ Á¶¶¾¸ÀÁ·¸µ¹ »³ À¾Á´´³ C2»³ <+ ×< »Á¹´ <Ò Á¾µÃ´ ë

dXt = ∂f
∂t (t,Wt)dt+ ∂f

∂x (t,Wt)dWt + 1
2

∂2f
∂x2 (t,Wt)dt

ï¹ »ÅÐ¹¸· Á¾µÃ´ ¾Á ·³¹»Á¹À³ ³· ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸¹´·Á¹·Á¹¹Å³ ë
? µ(t) = ∂f

∂t (t,Wt) + 1
2

∂2f
∂x2 (t,Wt)

? σ(t) = ∂f
∂x (t,Wt)

ï¹ Ã³·ÃµºÇ³ Á¾µÃ´ ¾Á ÂµÃ½³ ÄÅ¹ÅÃÁ¾³ »¿º¹ ¶ÃµÀ³´´º´ »³ »¸�º´¸µ¹ ë

dXt = µ(t)dt+ σ(t)dWt

�



ùú� ��þ���ý� �� �� �����þ�
ï¹ Å·º»¸³ º¹ ½µ»È¾³ »¿ÅÑºÁ·¸µ¹ Áº¼ »ÅÃ¸ÇÅ³´ ¶ÁÃ·¸³¾¾³´Ò Á¶¶³¾Å �}tzpvros| �z u�z�|tq ë

∂u
∂t (x,t) = k ∂2u

∂x2 (x,t)

u(x,t = 0) = h(x)

ï� k »ÅÐ¹¸· ¾Á Àµ¹´·Á¹·³ »³ »¸�º´¸µ¹Ò ³· ÊË¼Ï ¾Á Àµ¹»¸·¸µ¹ »³ ðÁºÀÊê�
ï¹ ¹µ·³ U(ν,t) ¾¿̧ ½ÁÄ³ ¶ÁÃ ·ÃÁ¹´ÂµÃ½Å³ »³ �µºÃ¸³Ã »³ u(x,t)Ò ³· H(ν) À³¾¾³ »³
h(x)

ë
U(ν,t) =

∫ +∞
−∞ u(x,t)e−2iπνxdx

H(ν) =
∫ +∞
−∞ h(x)e−2iπνxdx

ï¹ ÀÁ¾Àº¾³ Á¾µÃ´ ¾³´ ¸½ÁÄ³´ ¶ÁÃ á� »³´ Å¾³½³¹·´ »³ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ ë
∂u
∂t → TF →

∫ +∞
−∞

∂u
∂t (x,t)e−2iπνxdx = ∂

∂t

∫ +∞
−∞ u(x,t)e−2iπνxdx = ∂U

∂t (ν,t)

∂2u
∂x2 → TF →

∫ +∞
−∞

∂2u
∂x2 (x,t)e−2iπνxdx = (2iπν)2U(ν,t)

ï¹ µÓ·¸³¹· Á¾µÃ´ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ ·ÃÁ¹´ÂµÃ½Å³ ë
∂U
∂t (ν,t) = k(2iπν)2U(ν,t)

U(ν,0) = H(ν)

U ′
t(ν,t) + 4kπ2ν2U(ν,t) = 0

U(ν,0) = H(ν)
⇔ U(ν,t) = Ae−4kπ2ν2t

U(ν,0) = H(ν) ⇒ A = H(ν)

éµ¾º·¸µ¹ »³ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ ·ÃÁ¹´ÂµÃ½Å³ ë U(ν,t) = H(ν)e−4kπ2ν2t

²³ ÃÅ´º¾·Á· ³´· º¹ ¶Ãµ»º¸· µÃ»¸¹Á¸Ã³ »³ � ¸½ÁÄ³´  ¾¿̧ ¹Ç³Ã´³ »³ ¾Á ·ÃÁ¹´ÂµÃ½Å³ ¶ÁÃ
�µºÃ¸³Ã ´³ Àµ½¶µ´³ »µ¹À »º ¶Ãµ»º¸· »³ Àµ¹Çµ¾º·¸µ¹ »³´ á�−1 »³´ ¸½ÁÄ³´ ë
H(ν) → TF−1 → h(x)

e−4kπ2ν2t → TF−1 → 1
2
√

πkt
e−

x2

4kt

éµ¾º·¸µ¹ ÄÅ¹ÅÃÁ¾³ »³ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ ë u(x,t) = g(x) 1
2
√

πkt
e−

x2

4kt

u(x,t) = 1
2
√

πkt

∫ +∞
−∞ e−

(x−y)2

4kt g(y)dy

�
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�úû ,-.ý��/��� 01�1�����
ìÇÁ¹· »³ »ÅÐ¹¸Ã ³· »¿º·¸¾¸´³Ã ¾³ ½µ»È¾³ »³ ç¾ÁÀèÔéÀÊµ¾³´Ò µ¹ Àµ½½³¹À³ ¶ÁÃ»ÅÐ¹¸Ã ¾³´ Êê¶µ·ÊÈ´³´ ´º¸ÇÁ¹·³´ ë
� 2` ë ²³´ µ¶·¸µ¹´ ´µ¹· ³ºÃµ¶Å³¹¹³´�
� 2� ë ²³´ ½ÁÃÀÊÅ´ Ð¹Á¹À¸³Ã´ ´µ¹· ¶ÁÃÂÁ¸·´�
� 2� ë ²³ ·Áº¼ »¿̧ ¹·ÅÃÝ· r ³´· Àµ¹´·Á¹· ³¹·Ã³ ¾³´ ¸¹´·Á¹·´ 0 ³· T Ò »Á·³»¿ÅÀÊÅÁ¹À³ »³´ µ¶·¸µ¹´�
� 2� ë ²³ ´µº´ÔÕÁÀ³¹· ³´· º¹ ·¸·Ã³ Áº Àµ½¶·Á¹· ¹³ Ç³Ã´Á¹· ÁºÀº¹ »¸Ç¸»³¹»³µº Àµº¶µ¹ ³¹·Ã³ 0 ³· T �
� 2� ë ²Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å σ »º ·¸·Ã³ ´µº´ÔÕÁÀ³¹· ³´· Àµ¹´·Á¹·³ »Á¹´ ¾³ ·³½¶´�
� 2� ë í¹ ·³½¶´ Àµ¹·¸¹ºÒ ¾Á Ã³¹·ÁÓ¸¾¸·Å »º ´µº´ÔÕÁÀ³¹· ´º¸· º¹³ ¾µ¸ ¹µÃ½Á¾³�

3ºÁ¹» ¾³ ·³½¶´ ´¿ÅÀµº¾³ »³ ÂÁåµ¹ Àµ¹·¸¹º³ ³· Ñº³ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ Ð¹Á¹À¸³Ã ³´· ´º¶¶µ´Å
µºÇ³Ã· ³¹ ¶³Ã½Á¹³¹À³Ò ¾¿Êê¶µ·ÊÈ´³ 2� ´¸Ä¹¸Ð³ Ñº³ ¾³ ¾µÄÁÃ¸·Ê½³ ¹Å¶ÅÃ¸³¹ »ºÀµºÃ´ S »³ ¾¿ÁÀ·¸Â Àµ¹·¸¹Ä³¹·Ò ln(S) µÓÅ¸· Ö º¹³ »¸´·Ã¸Óº·¸µ¹ ¹µÃ½Á¾³ ³· ³´·Ò ¶ÁÃÀµ¹´ÅÑº³¹·Ò ÃÅÄ¸ ¶ÁÃ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ »¸�ÅÃ³¹·¸³¾¾³ ´·µÀÊÁ´·¸Ñº³ ´º¸ÇÁ¹·³ ë

d(ln(S)) = µdt+ σdWt

µ� µ ³´· ¾¿³´¶ÅÃÁ¹À³ ¸¹´·Á¹·Á¹Å³ Ë»ÅÃ¸Ç³Ï »º ¶ÃµÀ³´´º´Ò σ ´µ¹ ÅÀÁÃ·Ô·ê¶³ ¸¹´Ô·Á¹·Á¹ÅÒ Ñº³ ¾¿µ¹ Á¶¶³¾¾³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å »³ S Ò ³· Wt
º¹ ½µºÇ³½³¹· ÓÃµ�¹¸³¹ »µ¹·

¾¿̧ ¹ÀÃÅ½³¹· dWt
³´· »¿³´¶ÅÃÁ¹À³ ¹º¾¾³ ³· »¿ÅÀÁÃ·Ô·ê¶³ `�²¿Á¶¶¾¸ÀÁ·¸µ¹ »º ²³½½³ »¿4·µ Ö ¾Á »¸�ÅÃ³¹·¸³¾¾³ d(ln(S)) »µ¹¹³ ¾³ ÃÅ´º¾·Á· ´º¸ÔÇÁ¹· ë

dS

S
= (µ+

σ2

2
)dt+ σdWt

ð³ Ñº¸ ¹µº´ »µ¹¹³ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »º Ã³¹»³½³¹· »³ ¾¿ÁÀ·¸Â S ³¹·Ã³ t ³· t+ dt
�

ï¹ µÓ·¸³¹· Á¾µÃ´ ¾¿³´¶ÅÃÁ¹À³ ¸¹´·Á¹·Á¹Å³ »º ·Áº¼ »³ Ã³¹·ÁÓ¸¾¸·Å »³ ¾¿ÁÀ·¸Â é ë
µ+ 1

2σ
2

²³ ¾µÄÁÃ¸·Ê½³ »³ S ÁêÁ¹· º¹³ »¸´·Ã¸Óº·¸µ¹ 5µÃ½Á¾³Ò S µÓÅ¸· Ö º¹³ »¸´·Ã¸Óº·¸µ¹²µÄÔ5µÃ½Á¾³Ò À³ Ñº¸ ³´· Àµ½¶Á·¸Ó¾³ ÁÇ³À ¾¿̧ ½¶µ´´¸Ó¸¾¸·Å ¶µºÃ ¾³ ÀµºÃ´ »¿º¹ ÁÀ·¸ÂÐ¹Á¹À¸³Ã »³ ¶Ã³¹»Ã³ »³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ¹ÅÄÁ·¸Ç³´Ò ³· ¾³ ·Áº¼ »³ Ã³¹·ÁÓ¸¾¸·Å ¸¹´·Á¹·Á¹Å
»³ S ³´· »¸´·Ã¸ÓºÅ ¹µÃ½Á¾³½³¹· ËS ´º¸· º¹ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ÄÅµ½Å·Ã¸Ñº³Ï�

�



�úù üý�/�� �� ����678��ý���
²³ ½µ»È¾³ ¶Ãµ¶µ´Å ¶ÁÃ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ ¶µºÃ »ÅÀÃ¸Ã³ ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »³´ ÀµºÃ´ ³´·º¹ ½µ»È¾³ ³¹ ·³½¶´ Àµ¹·¸¹º ÁÇ³À º¹ ÁÀ·¸Â Ã¸´ÑºÅ Ëº¹³ ÁÀ·¸µ¹ »³ ¶Ã¸¼ St

Ö ¾¿̧ ¹´·Á¹·
t
Ï ³· º¹ ÁÀ·¸Â ´Á¹´ Ã¸´Ñº³ Ë»³ ¶Ã¸¼ βt

Ö ¾¿̧ ¹´·Á¹· ·Ï� ï¹ ´º¶¶µ´³ ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »³ βtÃÅÄ¸³ ¶ÁÃ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ »¸�ÅÃ³¹·¸³¾¾³ ËµÃ»¸¹Á¸Ã³Ï ´º¸ÇÁ¹·³ ë

dβt = rβtdt

²³ ·Áº¼ »¿̧ ¹·ÅÃÝ· ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ »³´ ¶¾ÁÀ³½³¹·´ ´Á¹´ Ã¸´Ñº³ ³´· Àµ¹´·Á¹· ³· ÅÄÁ¾Ö
r
Ë·Áº¼ »¿̧ ¹·ÅÃÝ· ¸¹´·Á¹·Á¹¹ÅÏ� í¹ ¶µ´Á¹· Àµ½½³ Àµ¹»¸·¸µ¹ ¸¹¸·¸Á¾³ β0 = 1

Ò µ¹
µÓ·¸³¹· βt = ert Ò ∀t ≥ 0

�
ï¹ ´º¶¶µ´³ Ñº³ ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »º ÀµºÃ´ »³ ¾¿ÁÀ·¸µ¹ ³´· ÃÅÄ¸³ ¶ÁÃ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ »¸�ÅÔÃ³¹·¸³¾¾³ ´·µÀÊÁ´·¸Ñº³ ´º¸ÇÁ¹·³ ë

St = S0 e
µt+σWt

µ� Wt
³´· º¹ ½µºÇ³½³¹· çÃµ�¹¸³¹ ´·Á¹»ÁÃ»�

í¹ Á¶¶¾¸ÑºÁ¹· ¾³ ¾³½½³ »¿Æ·µ Ö À³··³ ÅÑºÁ·¸µ¹Ò µ¹ ¶³º· Á¾µÃ´ »Å»º¸Ã³ ¾Á ÇÁÃ¸Á·¸µ¹
»º ÀµºÃ´ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â ë

dSt = St[(µ+
σ2

2
)dt+ σdWt)]

�ú� �ÿ��þ���ý� �9þ�� ý.��ý�
ðµ¹´¸»ÅÃµ¹´ ½Á¸¹·³¹Á¹· ¾Á ÇÁ¾³ºÃ C(t,St)

»¿º¹³ µ¶·¸µ¹ »³ ½Á·ºÃ¸·Å T ³· »µ¹·¾³ ´µº´ÔÕÁÀ³¹· ³´· St
ë

C(t,St) = C(t,S0 e
µt+σWt) = C(t,f(t,Wt)) = g(t,Wt)

ÁÇ³À g : (t,y) 7→ C(t,f(t,y))

ï¹ ÀÁ¾Àº¾³ ¾³´ »ÅÃ¸ÇÅ³´ ¶ÁÃ·¸³¾¾³´ »³ ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ g ÁÇÁ¹· »¿Á¶¶¾¸Ñº³Ã ¾³ ·ÊÅµÃÈ½³»¿4·µ ë
? ∂g

∂t (t,y) = ∂C
∂t (t,f(t,y)) + ∂C

∂S (t,f(t,y))∂f
∂t (t,y)

? ∂g
∂y (t,y) = ∂C

∂S (t,f(t,y))∂f
∂y (t,y)

? ∂2g
∂y2 (t,y) = ∂2C

∂S2 (t,f(t,y))[∂f
∂y (t,y)]2 + ∂C

∂S (t,f(t,y))∂2f
∂y2 (t,y)

ï¹ ³¹ »Å»º¸· ¾³´ »ÅÃ¸ÇÅ³´ ´º¸ÇÁ¹·³´ ë
? ∂g

∂t (t,y) = ∂C
∂t (t,f(t,y)) + µf(t,y)∂C

∂S (t,f(t,y))

? ∂g
∂y (t,y) = ∂C

∂S (t,f(t,y))σf(t,y)

? ∂2g
∂y2 (t,y) = ∂2C

∂S2 (t,f(t,y))σ2f2(t,y) + ∂C
∂S (t,f(t,y))σ2f(t,y)

�



í¹ Á¶¶¾¸ÑºÁ¹· ¾³ ·ÊÅµÃÈ½³ »¿4·µ Áº ¶Ã¸¼ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ C(t,St) = g(t,Wt)
Ò µ¹

µÓ·¸³¹· ë

dCt =
∂g

∂t
(t,Wt)dt+

∂g

∂y
(t,Wt)dWt +

1

2

∂2g

∂y2
(t,Wt)dt

µÃ ¶µºÃ y = Wt
µ¹ Á f(t,y) = f(t,Wt) = St

»¿µ�
dCt = [∂C

∂t (t,St) + µSt
∂C
∂S (t,St)]dt+ σSt

∂C
∂S (t,St)dWt + 1

2 [∂2C
∂S2 (t,St)σ

2S2
t + ∂C

∂S (t,St)σ
2St]dt

= ∂C
∂t (t,St)dt+ ∂C

∂S (t,St)[(µSt + σ2

2 St)dt+ σdWt] + 1
2

∂2C
∂S2 (t,St)σ

2S2
t dt

ïÃ µ¹ Á dSt = (µSt + σ2

2 St)dt+ σdWt
»µ¹À ë

dCt = ∂C
∂t (t,St)dt+ ∂C

∂S (t,St)dSt + 1
2σ

2S2
t

∂2C
∂S2 (t,St)dt

ð³··³ ÅÑºÁ·¸µ¹ Ã³¶ÃÅ´³¹·³ ¾Á ÇÁÃ¸Á·¸µ¹ »º ¶Ã¸¼ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ³¹·Ã³ t ³· t+ dt

ï¹ »ÅÐ¹¸· ¾³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Àµ½½³ ´º¸· ë
? Θ = ∂C

∂t (t,St)
ë ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å »³ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ¶ÁÃ ÃÁ¶¶µÃ· Áº ·³½¶´�

? ∆ = ∂C
∂S (t,St)

ë ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ¶ÁÃ ÃÁ¶¶µÃ· Áº ÀµºÃ´ »º ´µº´ÔÕÁÀ³¹·�
? Γ = ∂2C

∂S2 (t,St) = ∂∆
∂S

ë Àµ¹Ç³¼¸·Å »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ¶ÁÃ ÃÁ¶¶µÃ· Áº ´µº´ÔÕÁÀ³¹·�
ï¹ Ã³½¶¾ÁåÁ¹· À³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »Á¹´ ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ ¶ÃÅÀÅ»³¹·³Ò µ¹ µÓ·¸³¹· ë

dCt = Θdt+ ∆dSt +
1

2
Γσ2S2

t

�ú: 8����10��
∆7��þ���

É¹³ ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ »¸·³ ;∆Ô¹³º·Ã³; ÁºÃÁ ¶µºÃ µÓÕ³À·¸Â »³ ÃÅÁ¾¸´³Ã º¹ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³¶µ´´Å»Á¹· º¹³ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å ∆ ÑºÁ´¸ ¹º¾¾³Ò ¶³Ã½³··Á¹· Á¸¹´¸ »¿Ý·Ã³ ¶³º ´³¹´¸Ó¾³ Áº¼¶³·¸·³´ <ºÀ·ºÁ·¸µ¹´ »º ´µº´ÔÕÁÀ³¹·�ï¹ Àµ¹´¸»ÈÃ³ Á¾µÃ´ º¹ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³(φ(t),ψ(t))
¸¹´ÀÃ¸· »Á¹´ º¹³ ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ »ê¹ÁÔ½¸Ñº³ ³· Áº·µÐ¹Á¹åÁ¹·³ µ� φ ³´· ¾Á ÑºÁ¹·¸·Å »¿ÁÀ·¸Â´ »Á¹´ ¾ÁÑº³¾¾³ µ¹ ¸¹Ç³´·¸·³· ψ ¾Á ÑºÁ¹·¸·Å »³ ¹º½ÅÃÁ¸Ã³ ËÁÀ·¸Â ´Á¹´ Ã¸´Ñº³ »³ ·Áº¼ »¿̧ ¹·ÅÃ³· rÏ� ²Á ÇÁ¾³ºÃÒ³¹ t »³ À³ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ ³´· ë

Vt = φtSt + ψtβt²³ ÀÁÃÁÀ·ÈÃ³ Áº·µÐ¹Á¹åÁ¹· »³ À³··³ ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ ³´· º¹ Å¾Å½³¹· ³¼·ÃÈ½³½³¹· ¸½Ô¶µÃ·Á¹· ÀÁÃ À³¾Á ´¸Ä¹¸Ð· Ñº³ ¾³´ ÇÁÃ¸Á·¸µ¹´ »Á¹´ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »º ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ Vt
¹³

ÃÅ´º¾·³¹· Ñº³ »³ ¾Á ÇÁÃ¸Á·¸µ¹ »³´ ÀµºÃ´ »³´ ÁÀ·¸Â´ ë
dVt = φtdSt + ψtdβt²³ ¶Ã¸¹À¸¶³ »¿ÁÓ´³¹À³ »¿µ¶¶µÃ·º¹¸·Å »¿ÁÃÓ¸·ÃÁÄ³ ¸½¶¾¸Ñº³ ³¹ ¶ÁÃ·¸Àº¾¸³Ã Ñº³·µº· ¶¾ÁÀ³½³¹· Ö Ã³¹»³½³¹· ¹µ¹ Á¾ÅÁ·µ¸Ã³ »µ¸· ÁÇµ¸Ã º¹ Ã³¹»³½³¹· ÅÄÁ¾ Áº ·Áº¼

»¿̧ ¹·ÅÃÝ· Ë¾³ ¹º½ÅÃÁ¸Ã³Ï ëé¸
Vt
³´· ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »¿º¹ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ »¿º¹³ ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ Áº·µÐ¹Á¹åÁ¹·³Ò Á¾µÃ´

dVt = rVtdt
�

�



�ú= 8����10�� �� �1.������ý�
ïÓ´³ÃÇµ¹´ ½Á¸¹·³¹Á¹· º¹³ ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ »³ ÃÅ¶¾¸ÀÁ·¸µ¹ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Ö ¾¿Á¸»³ »º

¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ ÃÅÁ¾¸´Å� ì ¾Á ½Á·ºÃ¸·ÅÒ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »³ ¹µ·Ã³ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ ³´· ´·Ã¸À·³½³¹·ÅÄÁ¾³ Ö À³¾¾³ »³ ¹µ·Ã³ µ¶·¸µ¹Ò À³ Ñº¸ ´¸Ä¹¸Ð³Ò ¶ÁÃ ÁÓ´³¹À³ »¿µ¶¶µÃ·º¹¸·Å »¿ÁÃÓ¸Ô·ÃÁÄ³Ò Ñº¿³¾¾³´ ´µ¹· ÅÄÁ¾³´ Ö ·µº· ¸¹´·Á¹· ë CT = VT ⇒ Ct = Vt = φtSt + ψtβt»µ¹À À³¾Á ¸½¶¾¸Ñº³ ¾³ ½Ý½³ ÃÁ¸´µ¹¹³½³¹· ¶µºÃ ¾³´ ¸¹ÀÃÅ½³¹·´ ë
dCt = dVt = φtdSt + ψtdβt

∂C
∂t (t,St)dt+ ∂C

∂S (t,St)StσdWt + ∂C
∂S (t,St)St(µ+ σ2

2 )dt+ 1
2σ

2S2
t

∂2C
∂S2 (t,St)dt

=

φtStσdWt + φt(µ+ σ2

2 )Stdt+ ψtrβtdt

í¹ ¸»³¹·¸ÐÁ¹· ¾³´ ·³Ã½³´ ÂÁÀ·³ºÃ´ »³ dWt
Ò µ¹ ¶³º· »Å»º¸Ã³ ¾Á Àµ¹»¸·¸µ¹ ¹ÅÀÅ´Ô´Á¸Ã³ Ö ¾Á ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ ∆Ô¹³º·Ã³ ë φt = ∂C

∂S (t,St)

²Á ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ ∆Ô¹³º·Ã³ ³´· ·³¾¾³ Ñº³ ∆ = ∂C
∂S (t,St) = 0

Ö ·µº· ¸¹´·Á¹·  »³ À³··³
½Á¹¸ÈÃ³Ò ¹µ·Ã³ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ ³´· ¸¹´³¹´¸Ó¾³ Áº¼ ÇÁÃ¸Á·¸µ¹´ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â St

� í¹ ÀÊ³ÃÔÀÊÁ¹· Ö Å¾¸½¸¹³Ã ¾Á Àµ½¶µ´Á¹·³ ∆ »³ ¾¿³¼¶Ã³´´¸µ¹ »³ Ct
Ò µ¹ µÓ·¸³¹· ¾Á ÇÁ¾³ºÃ

»³ ¾Á ÑºÁ¹·¸·Å »¿ÁÀ·¸Â ´µº´ÔÕÁÀ³¹· φt
Ö º·¸¾¸´³Ã ¶µºÃ ¶Ãµ·ÈÄ³Ã ¾³ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ »º

Ã¸´Ñº³ ¾¸Å Ö À³· ÁÀ·¸Â�
ðµ¹´¸»ÅÃµ¹´ ½Á¸¹·³¹Á¹· º¹ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ Àµ¹´·¸·ºÅ »¿º¹³ ¶µ´¸·¸µ¹ ÀµºÃ·³ »Á¹´
¾¿µ¶·¸µ¹ ³· »¿º¹³ ¶µ´¸·¸µ¹ ¾µ¹Äº³ »Á¹´ ¾³ ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³Ò ¾Á ÇÁ¾³ºÃ ³¹ t »³ À³··³´·ÃÁ·ÅÄ¸³ ³´· Ut = Vt − Ct = φtSt + ψtβt − Ct

»¿µ� ë

dUt = dVt − dCt = φt(µ+ σ2

2 )Stdt+ ψtrβtdt− ∂C
∂t (t,St)dt− ∂C

∂S (t,St)dSt − 1
2σ

2S2
t

∂2C
∂S2 (t,St)dt

= [rψtβt − ∂C
∂t − σ2

2 S
2
t

∂2C
∂S2 ]dt

ï¹ ¹µ·³ Ñº³ ¾³ Ã³¹»³½³¹· »º ¶µÃ·³Â³º¸¾¾³ ∆Ô¹³º·Ã³ ¹³ Àµ½¶µÃ·³ ¶Á´ »³ ·³Ã½³´Á¾ÅÁ·µ¸Ã³´ ËdWt

ÏÒ ¸¾ ³´· »µ¹À ¶ÃÅÇ¸´¸Ó¾³� ñÁÃ ÁÓ´³¹À³ »¿µ¶¶µÃ·º¹¸·Å »¿ÁÃÓ¸·ÃÁÄ³Ò
À³ Ã³¹»³½³¹· »µ¸· Áº´´¸ Ý·Ã³ ÅÄÁ¾ Áº ·Áº¼ »¿̧ ¹·ÅÃÝ· »º ¹º½ÅÃÁ¸Ã³ ë dβt = rβtdt»µ¹À dUt = rUtdt

dUt = rUtdt⇔ rψtβt −
∂C

∂t
− σ2

2
S2

t

∂2C

∂S2
= r(φtSt + ψtβt − Ct)

ÁÇ³À φt = ∂C
∂S

∂C
∂t + 1

2σ
2S2

t
∂2C
∂S2 + rSt

∂C
∂S − rC(t,St) = 0

ð³ Ñº¸ »ÅÐ¹¸· ¾¿ÅÑºÁ·¸µ¹ Áº¼ »ÅÃ¸ÇÅ³´ ¶ÁÃ·¸³¾¾³´ »³ ç¾ÁÀèÔéÀÊµ¾³´�

`�
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ï¹ ³�³À·º³ º¹ ÀÊÁ¹Ä³½³¹· »³ ÇÁÃ¸ÁÓ¾³ ë

τ = T − t ∈ [0,T ]

x = ln(S) + (r − σ2

2
)(T − t)

»¿µº S = ex−( σ2

2 )τ³· C(t,S) = e−rτu(τ,x) = e−r(T−t)u(T − t, ln(S) + (r − σ2

2 )(T − t))

ï¹ ³´· Á¾µÃ´ ³¹ ½³´ºÃ³ »³ ÀÁ¾Àº¾³Ã ¾³´ »ÅÃ¸ÇÅ³´ ¶ÁÃ·¸³¾¾³´ »³ C(t,S) ¶µºÃ ¾³´¸¹Õ³À·³Ã »Á¹´ ¾¿íÞñ »³ ç¾ÁÀèÔéÀÊµ¾³´ ë

? ∂C
∂t = re−rτu(τ,x) − e−rτ ∂u

∂τ (τ,x) − e−rτ (r − σ2

2 )∂u
∂x

? ∂C
∂S = 1

S e
−rτ ∂u

∂x

? ∂2C
∂S2 = − 1

S2 e
−rτ ∂u

∂x + 1
S2 e

−rτ ∂2u
∂x2

∂C
∂t + 1

2σ
2S2

t
∂2C
∂S2 + rSt

∂C
∂S − rC(t,St) = 0

⇔
e−rτ [ru(τ,x) − ∂u

∂τ − (r − σ2

2 )∂u
∂x + r ∂u

∂x − σ2

2
∂u
∂x + σ2

2
∂2u
∂x2 − ru(τ,x)] = 0

í¹ ´¸½¶¾¸ÐÁ¹·Ò µ¹ µÓ·¸³¹· º¹³ ÅÑºÁ·¸µ¹ Áº¼ »ÅÃ¸ÇÅ³´ ¶ÁÃ·¸³¾¾³´ ¶ÁÃÁÓµ¾¾¸Ñº³ »º·ê¶³ ;íÑºÁ·¸µ¹ »³ ¾Á ÀÊÁ¾³ºÃ; ë
∂u

∂τ
(x,τ) =

σ2

2

∂2u

∂x2
(x,τ) τ ∈ [0,T ]

�Á¸´ º¹³ ÅÑºÁ·¸µ¹ Áº¼ »ÅÃ¸ÇÅ³´ ¶ÁÃ·¸³¾¾³´ ¹³ ´³ ÃÅ´µº» Àµ½¶¾È·³½³¹· Ñº³ ´¸
³¾¾³ ³´· ½º¹¸³ »¿º¹³ Àµ¹»¸·¸µ¹ Ð¹Á¾³ ËÀµ¹»¸·¸µ¹ »³ ðÁºÀÊêÏ� ï¹ »ÅÐ¹¸· »µ¹À ¾ÁÂµ¹À·¸µ¹ H(x) Àµ½½³ ¾³ ¶Áêµ� Ð¹Á¾ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ë u(x,τ = 0) = h(ex) = H(x)

²Á Àµ¹»¸·¸µ¹ ·³Ã½¸¹Á¾³ »Å¶³¹» »º ·ê¶³ »¿µ¶·¸µ¹ Å·º»¸Å³ ë
� ðµ¹·ÃÁ· Ö ·³Ã½³ ë h(x) = x−K ⇒ H(x) = ex −K
� ï¶·¸µ¹ »¿ÁÀÊÁ· ËðÁ¾¾Ï ë h(x) = (x−K)+ ⇒ H(x) = (ex −K)+

� ï¶·¸µ¹ »³ Ç³¹·³ Ëñº·Ï ë h(x) = (K − x)+ ⇒ H(x) = (K − ex)+

²Á ´µ¾º·¸µ¹ ÄÅ¹ÅÃÁ¾³ ´¿ÅÀÃ¸· ë

u(τ,x) =

∫ +∞

−∞

e−
(x−y)2

2σ2τ

√
2πσ2τ

H(y)dy

µ� e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

∼ N(x,σ2τ) ³´· ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ »³ »³¹´¸·Å »¿º¹³ ¾µ¸ ¹µÃ½Á¾³
³· ∫ +∞

−∞
e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy = 1

``
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yropqzp ¢ p|q�|
H(x) = ex −K

u(τ,x) =
∫ +∞
−∞

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

(ey −K)dy

=
∫ +∞
−∞

e
−

(x−y)2

2σ2τ
+y

√
2πσ2τ

dy −K
∫ +∞
−∞

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy

=
∫ +∞
−∞

e
−

1
2σ2τ

[y2
−2(x+σ2τ)y+x2]

√
2πσ2τ

dy −K

=
∫ +∞
−∞

e
−

1
2σ2τ

[(y−(x+σ2τ)2+x2
−(x+σ2τ)2]

√
2πσ2τ

dy −K

=
∫ +∞
−∞

e
−

1
2σ2τ

[(y−(x+σ2τ)2−σ4τ2
−2xσ2τ]

√
2πσ2τ

dy −K

= e
1
2 σ2τ+x

∫ +∞
−∞

e
−

(y−(x+σ2τ))2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy −K

= e
1
2 σ2τ+x −K

C(t,S) = e−r(T−t)u(τ,x)

= e−r(T−t)u((T − t),x = ln(S) + (x− σ2

2 )(T − t))

C(t,S) = S −Ke−r(T−t)

µ¹ »ÅÐ¹¸ÃÁ Á¾µÃ´ ¾³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ ë

∆ = ∂C
∂S = 1

Γ = ∂2C
∂S2 = 0

Θ = ∂C
∂t = rKe−r(T−t)

`�
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 yz��
H(x) = (ex −K)+

H(x) = 0 ¶µºÃ x < ln(K)

u(τ,x) =
∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

(ey −K)dy

=
∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ
+y

√
2πσ2τ

dy −K
∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy

=
∫ +∞
ln(K)

e
−

1
2σ2τ

[y2
−2(x+σ2τ)y+x2]

√
2πσ2τ

dy −K
∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy

=
∫ +∞
ln(K)

e
−

1
2σ2τ

[(y−(x+σ2τ)2+x2
−(x+σ2τ)2]

√
2πσ2τ

dy −K
∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy

=
∫ +∞
ln(K)

e
−

1
2σ2τ

[(y−(x+σ2τ)2−σ4τ2
−2xσ2τ]

√
2πσ2τ

dy −K
∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy

= e
1
2 σ2τ+x

∫ +∞
ln(K)

e
−

(y−(x+σ2τ))2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy −K
∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy

ï¹ »ÅÐ¹¸· Z ∼ N(0,1) N(u) = P [Z ≤ u] =
∫ u

−∞
e−

y2

2√
2π
dy³· N(−u) = 1 −N(u)

»µ¹À ë
∫ +∞
ln(K)

e
−

(y−(x+σ2τ))2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy = P [x+ σ2τ + σ
√
τZ ≥ ln(K)]

= P [Z ≥ ln(K)−(x+σ2τ)
σ
√

τ
]

= 1 −N( ln(K)−(x+σ2τ)
σ
√

τ
)

∫ +∞
ln(K)

e
−

(x−y)2

2σ2τ√
2πσ2τ

dy = P [x+ σ
√
τZ ≥ ln(K)]

= P [Z ≥ ln(K)−x
σ
√

τ
]

= 1 −N( ln(K)−x
σ
√

τ
)

»¿µ�

C(t,S) = e−r(T−t)u(τ,x)

= e−r(T−t)u((T − t),x = ln(S) + (x− σ2

2 )(T − t))

= e−r(T−t)[Ser(T−t)N(
ln(S)+(r−σ2

2 )(T−t)+σ2(T−t)−ln(K)

σ
√

T−t
) −KN((

ln(S)−ln(K)+(r−σ2

2 )(T−t)

σ
√

T−t
)

= SN(
ln( S

K
)+(r+ σ2

2 )(T−t)

σ
√

T−t
) −Ke−r(T−t)N(

ln( S
K

)+(r−σ2

2 )(T−t)

σ
√

T−t
)

`�



ï¹ ¶µ´³ ë

d1 =
ln( S

K
)+(r+ σ2

2 )(T−t)

σ
√

T−t

d2 =
ln( S

K
)+(r−σ2

2 )(T−t)

σ
√

T−t

»µ¹À d1 = d2 + σ
√
τ

ï¹ ³¹ »Å»º¸· ¾Á ÂµÃ½º¾³ »³ ç¾ÁÀèÔéÀÊµ¾³´ ë

C(t,S) = SN(d1) −Ke−r(T−t)N(d2)

ñµ´µ¹´ n(u) = N ′(u) = 1√
2π
e−

u2

2

n(d1) = n(d2)e
−σ2τ

2 −d2σ
√

τ

= n(d2)e
−σ2τ

2 e− ln( S
K

)−(r−σ2

2 )τ

= n(d2)
K
S e

−rτ

ï¹ »ÅÐ¹¸ÃÁ Á¾µÃ´ ¾³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ ë
∆ = ∂C

∂S = N(d1) + S n(d1)

Sσ
√

T−t
− Ke−r(T−t)n(d2)

Sσ
√

T−t

= N(d1) + 1
Sσ

√
T−t

[Se−
σ2τ
2 −d2σ

√
τ ]

= N(d1) + n(d2)

Sσ
√

T−t
[SK

S e
−r(T−t) −Ke−t(T−t)]

= N(d1)

Γ = ∂2C
∂S2 = ∂∆

∂S = n(d1)
1

Sσ
√

T−t

Θ = ∂C
∂t

C�pvro s| �|op| 
 �tp
H(x) = (K − ex)+

ï¹ º·¸¾¸´³ ¾Á ÂµÃ½º¾³ »³ ¾Á ¶ÁÃ¸·Å ðÁ¾¾Ôñº· ë C(t,S) − P (t,S) = S −Ke−r(T−t)Ñº¸ ¹µº´ ¶³Ã½³· »¿µÓ·³¹¸Ã ë

P (t,S) = Ke−r(T−t)N(−d2) − SN(−d1)

∆ = N(d1) − 1

Γ = ∂2C
∂S2

`�
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ðµ¹´¸»ÅÃµ¹´ ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »¿º¹ ÁÀ·¸Â Ð¹Á¹À¸³Ã Ç³Ã´Á¹· »³´ »¸Ç¸»³¹»³´ ³· »µ¹· ¾³

ÀµºÃ´ ´º¸· ¾Á »ê¹Á½¸Ñº³ ´º¸ÇÁ¹·³ ë
dS(t) = (µ− d)S(t)dt+ σS(t)dWt

S(t)
ë HÁ¾³ºÃ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â Ö ¾Á »Á·³ ·

µ
ë á³¹»Á¹À³ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â

d
ë áÁº¼ »³ »¸Ç¸»³¹»³ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â

σ
ë Hµ¾Á·¸¾¸·Å »³ ¾¿ÁÀ·¸Â

dt
ë í´¶ÁÀ³ »³ ·³½¶´ ³¹·Ã³ � µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹´ »³ S(t)

Wt
ë �µºÇ³½³¹· ÓÃµ�¹¸³¹ ´·Á¹»ÁÃ» Wt ∼ N(0,t)

²³ ½µ»È¾³ »¿ÅÇÁ¾ºÁ·¸µ¹ »³´ µ¶·¸µ¹´ »³ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ ¶³Ã½³· Áº¼ ¸¹Ç³´·¸´´³ºÃ´
»³ »Å·³Ã½¸¹³Ã ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »¿º¹³ µ¶·¸µ¹ ³ºÃµ¶Å³¹¹³ Ö ¾¿Á¸»³ »³´ »µ¹¹Å³´ »³ ½ÁÃÀÊÅ ë

yz�� C(t,S(t),T,K,σ) = S(t)e−d(T−t)N(d1) −Ke−r(T−t)N(d2)�tp P (t,S(t),T,K,σ) = Ke−r(T−t)N(−d2) − S(t)e−d(T−t)N(−d1)

d1 =
ln( S

K ) + (r − d+ σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

d2 = d1 − σ
√
T − t

Z ∼ N(0,1) N(u) = P [Z ≤ u] =

∫ u

−∞

e−
y2

2

√
2π

dy N(−u) = 1 −N(u)

C(t,S(t),T,K,σ)
ë HÁ¾³ºÃ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ »¿ÁÀÊÁ· ³¹ ·

P (t,S(t),T,K,σ)
ë HÁ¾³ºÃ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ »³ Ç³¹·³ ³¹ ·

S(t)
ë HÁ¾³ºÃ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â ´µº´ÔÕÁÀ³¹·

K
ë é·Ã¸è³ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Ë¶Ã¸¼ »¿³¼³ÃÀ¸À³Ï

T
ë �Á·ºÃ¸·Å »³ ¾¿µ¶·¸µ¹

r
ë HÁ¾³ºÃ »º ·Áº¼ »¿̧ ¹·ÅÃÝ· ´Á¹´ Ã¸´Ñº³

d
ë HÁ¾³ºÃ »º ·Áº¼ »³ »¸Ç¸»³¹»³ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â

ï¹ »ÅÐ¹¸· Á¸¹´¸ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »¿º¹³ µ¶·¸µ¹ »¿ÁÀÊÁ· C(t,S(t),T,K,σ) »³ ½ÁÔ·ºÃ¸·Å T
Ò »³ ´·Ã¸è³ K ³· »µ¹· ¾¿ÁÀ·¸Â Àµ¹·¸¹Ä³¹· ³´· S

� ì ¾Á »Á·³ T
Ò ¾³

»Å·³¹·³ºÃ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ÌÍÎÎ ¶µºÃÃÁ ÁÀÊ³·³Ã ¾¿ÁÀ·¸Â é Áº ¶Ã¸¼ I  »Á¹´ ¾Á ¶ÃÁ·¸Ñº³Ò
µ¹ Á»½³··ÃÁ Ñº³ ¾³ ¶Áêµ� »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ³´· C(T,S(T ),T,K,σ) = Max(S(T )−K,0)

�
£z�|tq s| ��zupvª Jzptq| s| ��r�pvro �z�r� s| ��r�pvro

S(t) < K
ÊµÃ´ »³ ¾Á ½µ¹¹Á¸³ 0

S(t) > K »Á¹´ ¾Á ½µ¹¹Á¸³ S(t) −K

`�
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²Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å »³ ¾¿ÁÀ·¸Â Àµ¹·¸¹Ä³¹· σ ³´· Ó¸³¹ ¶¾º´ Ñº¿º¹ ´¸½¶¾³ ¶ÁÃÁ½È·Ã³ »º½µ»È¾³ ÀÁÃ ¸¾ ´¿ÁÄ¸· ÅÄÁ¾³½³¹· »³ ¾¿Å¾³½³¹· ÁÇ³À ¾³Ñº³¾ ¾³´ ·ÃÁ»³Ã´ ³�³À·º³¹· ¾³ºÃ´·ÃÁ¹´ÁÀ·¸µ¹´  ¾³´ µ¶·¸µ¹´ ´µ¹·Ò »Á¹´ ¾Á ¶ÃÁ·¸Ñº³Ò ÀL·Å³´ Ö ¾¿Á¸»³ »³ ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å¸½¶¾¸À¸·³� ²Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ³´· »ÅÐ¹¸³ Àµ½½³ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »³ σ Ñº¸ ÅÄÁ¾¸´³ ¾ÁÇÁ¾³ºÃ »³ ½ÁÃÀÊÅ µÓ´³ÃÇÅ³ ¶µºÃ ¾¿µ¶·¸µ¹ Cobs

³· ¾Á ÇÁ¾³ºÃ µÓ·³¹º³ ¶ÁÃ ¾Á ÂµÃ½º¾³
»¿ÅÇÁ¾ºÁ·¸µ¹ »º ½µ»È¾³ »³ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ C(t,S(t),T,K,σ)

�
∃! σt(K,T ) > 0, C(t,S(t),T,K,σt(K,T )) ' Cobs²¿³¼¸´·³¹À³ ³· ¾¿º¹¸À¸·Å »³ σ Ç¸³¹¹³¹· »º ÂÁ¸· Ñº³ ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ C(σt(K,T )) ³´·½µ¹µ·µ¹³ »³ [0, + ∞[

Ç³Ã´ ]0,S(t) − Ke−r(T−t)]
� ñµºÃ º¹ Àµº¶¾³ (K,T ) Ð¼ÅÒ

σt(K,T ) ´º¸· ÄÅ¹ÅÃÁ¾¾³½³¹· º¹ ¶ÃµÀ³´´º´ ´·µÀÊÁ´·¸Ñº³  ¶µºÃ º¹³ ÇÁ¾³ºÃ »³ tÐ¼Å³Ò ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ »Å¶³¹» »³´ ÀÁÃÁÀ·ÈÃ¸´·¸Ñº³´ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Àµ½½³ ´Á
½Á·ºÃ¸·Å T ³· ´µ¹ ´·Ã¸è³ K �
²Á Âµ¹À·¸µ¹ σt : (K,T ) → σt(K,T ) ³´· Á¶¶³¾Å³ {tqªzu| s| �r�zpv�vp�v���vuvp| Ëµº ´½¸¾³Ï� ÞÁ¹´ ¾Á ¶ÃÁ·¸Ñº³Ò ¾¿º·¸¾¸´Á·¸µ¹ »³ ¾Á ½µ¹³ê¹³´´ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹
m = K/S(t) ¶³Ã½³· »³ Ã³¶ÃÅ´³¹·³Ã ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ÁÇ³À »³´ ÀµµÃ»µ¹¹Å³´Ã³¾Á·¸Ç³´� í¹Ð¹Ò ´¸ µ¹ »ÅÐ¹¸· τ = T − t

Ò µ¹ ÁÓµº·¸· Ö ¾Á »ÅÐ¹¸·¸µ¹ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³
»³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ·³¾¾³ Ñº¿³¾¾³ ´³ÃÁ Å·º»¸Å³ »Á¹´ À³ ÃÁ¶¶µÃ· ë σt(τ,m)

�
²¿µÓÕ³À·¸Â »³ À³ ¶ÃµÕ³· ³´· »¿̧ ½¶¾Å½³¹·³Ã ¾Á ½Å·Êµ»³ ¹º½ÅÃ¸Ñº³ »³´ ½µ¸¹»Ã³´
ÀÁÃÃÅ´ µÃ»¸¹Á¸Ã³´ ÁÐ¹ »¿µÓ·³¹¸Ã Á ÇÁ¾³ºÃ »³ σ̃ Ñº¸ ÇÅÃ¸Ð³ ë

σ̃ = argminσ∈R [C(t,S(t),T,K,σ) − Cobs]
2
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ï¹ ÀÊµ¸´¸· »³ ÃÅÁ¾¸´³Ã º¹ ¶ÃµÄÃÁ½½³ ³¹ ¾Á¹ÄÁÄ³ ðòò ÁÐ¹ »³ ¶µºÇµ¸Ãº·¸¾¸´³Ã ¾³´ Âµ¹À·¸µ¹¹Á¾¸·Å´ »³ ¶¾º´¸³ºÃ´ Ó¸Ó¾¸µ·ÊÈÑº³´ ë ¾Á ¾¸ÓÃÁ¸Ã¸³ õé² ¶³Ã½³·

»³ ÃÅÁ¾¸´³Ã »³´ ÀÁ¾Àº¾´ »¿Á¾ÄÈÓÃ³ ¾¸¹ÅÁ¸Ã³ ³· »¿µ¶·¸½¸´Á·¸µ¹Ò ¾³´ Âµ¹À·¸µ¹´ »³
õ¹º¶¾µ· ´³ÃÇ³¹· Ö ÁóÀÊ³Ã »³´ ÄÃÁ¶Ê¸Ñº³´Ò »³´ ÀµºÃÓ³´ ³· »³´ Ê¸´·µÄÃÁ½½³´Ò ¾³´
½Å·Êµ»³´ »³ ¾Á Ó¸Ó¾¸µ·ÊÈÑº³ éá² ¶³Ã½³··³¹· »³ Ä³Ã³Ã ³óÀÁÀ³½³¹· ¾³ ´·µÀèÁÄ³
»³´ »µ¹¹Å³´ »Á¹´ »³´ ¾¸´·³´ ÀÊÁô¹Å³´� ²¿º·¸¾¸´Á·¸µ¹ »º ðòò ´¸½¶¾¸Ð³ ÅÄÁ¾³½³¹·
¾Á ¾³À·ºÃ³ »³´ ÐÀÊ¸³Ã´ ´µºÃÀ³´ ³· ¾Á ´ÁºÇ³ÄÁÃ»³ »³´ »µ¹¹Å³´ ÀÁ¾Àº¾Å³´  µ¹ ¶µºÃÃÁ
³¹Ð¹ ¶³¹´³Ã Ö Å·³¹»Ã³ ¾³ ¶ÃµÄÃÁ½½³ ³¹ ê ÁÕµº·Á¹· »³ ¹µºÇ³¾¾³´ Âµ¹À·¸µ¹¹Á¾¸·Å´ ë
¾³À·ºÃ³ ³· ÅÀÃ¸·ºÃ³ »Á¹´ º¹³ ÓÁ´³ »³ »µ¹¹Å³´ ËÓ¸Ó¾¸µ·ÊÈÑº³ Þá²ÏÒ ¸¹·³ÃÂÁÀ³
ÄÃÁ¶Ê¸Ñº³ ´µ¸Ä¹Å³ Ë3áÏ���
²³ ¶ÃµÄÃÁ½½³ Ö ÃÅÁ¾¸´³Ã »³ÇÃÁ »µ¹À ÃÅÀº¶ÈÃ³Ã ¾³´ »µ¹¹Å³´ ¹ÅÀ³´´Á¸Ã³´ Ö
¾Á ÇÁ¾µÃ¸´Á·¸µ¹ »³´ µ¶·¸µ¹´Ò ³¹ »Å»º¸Ã³ ¾³ ¶Ã¸¼ ·ÊÅµÃ¸Ñº³ »³ À³¾¾³´ÔÀ¸ ´³¾µ¹ ¾³½µ»È¾³ »³ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ ³· ³¹Ð¹ º·¸¾¸´³Ã ¾Á ½Å·Êµ»³ »³´ ½µ¸¹»Ã³´ ÀÁÃÃÅ´
µÃ»¸¹Á¸Ã³´ ¶µºÃ »Å·³Ã½¸¹³Ã ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »³ σ̃ � ²¿³¹´³½Ó¾³ »³ À³´ ÀÁ¾Àº¾´ »³ÇÃÁ Ý·Ã³³�³À·ºÅ ¶µºÃ ÀÊÁÑº³ µ¶·¸µ¹ µÓ´³ÃÇÅ³Ò µ¹ µÓ·¸³¹»ÃÁ Á¸¹´¸ º¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´
»³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ Ñº³ ¾¿µ¹ ·ÃÁÀ³ÃÁ ´ºÃ º¹ ÄÃÁ¶Ê¸Ñº³� Æ¾ ´³ÃÁ ³¹Ð¹ ¶µ´´¸Ó¾³
»³ ÃÅÁ¾¸´³Ã À³´ ÀÁ¾Àº¾´ ¶µºÃ º¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ÕµºÃ´ »¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹Ò µ¹ ¶µºÃÃÁ Á¾µÃ´Å·º»¸³Ã ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »º ´½¸¾³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å »Á¹´ ¾³ ·³½¶´�
²³´ »µ¹¹Å³´ »³ ½ÁÃÀÊÅ µÓ´³ÃÇÅ³´ ³· ¹ÅÀÅ´´Á¸Ã³´ Ö ¾Á ÃÅÁ¾¸´Á·¸µ¹ »³´ ÀÁ¾ÔÀº¾´ ´µ¹· »ÅÀÃ¸· »Á¹´ ¾³ ·ÁÓ¾³Áº À¸Ô»³´´µº´Ò À³´ ÇÁ¾³ºÃ´ Àµ¹´·¸·º³¹· º¹³µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ »º ½ÁÃÀÊÅ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ ³· ´µ¹· ´·µÀèÅ³´ »Á¹´ »³´ ÐÀÊ¸³Ã´ ë
�v{p| s|{ r�pvro{ sroo�|{ ��o�qz�|{
áê¶³ ËðÁ¾¾Mñº·Ï
�Á·ºÃ¸·Å (T − t)

HÁ¾³ºÃ »³ ½ÁÃÀÊÅ »³ ¾¿ÁÀ·¸Â S(t)é·Ã¸è³ KHÁ¾³ºÃ »³ ½ÁÃÀÊÅ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Cobs
ðµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼ ËrÏHµ¾Á·¸¾¸·Å σ

ï¹ ´³ ¶Ãµ¶µ´³ »¿º·¸¾¸´³Ã ¾³´ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹´ »³ ½ÁÃÀÊÅ »³´ µ¶·¸µ¹´ ¸¹»¸ÀÅ³ ´ºÃ
¾¿íéî Ëí´´³¼ �³´µºÃÀ³ ðµÃ¶µÃÁ·¸µ¹Ï�

`�



 NwNm �pqtuptq|{
²Á ¶Ã³½¸ÈÃ³ Å·Á¶³ »º »ÅÇ³¾µ¶¶³½³¹· Àµ¹´¸´·³ Ö ÃÅ<³ÀÊ¸Ã ´ºÃ ¾Á ´·ÃºÀ·ºÃ³ »º

¶ÃµÄÃÁ½½³Ò ¾¿ÁÄ³¹À³½³¹· »³´ »µ¹¹Å³´ ³· ¾Á ½Á¹¸ÈÃ³ ¾Á ¶¾º´ µ¶·¸½Á¾³ »³ ´·µÀè³Ã
¾¿³¹´³½Ó¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ ¹ÅÀ³´´Á¸Ã³´� ï¹ Àµ½½³¹À³ »µ¹À ¶ÁÃ »ÅÐ¹¸Ã º¹ ³¹´³½Ó¾³
»³ À¾Á´´³ Àµ¹·³¹Á¹· ¾³´ »¸�ÅÃ³¹·³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ÄÅÃÅ³´ ¶ÁÃ ¾³ ¶ÃµÄÃÁ½½³�

y�z{{| ¥§OP
�zqvzQ�| s| u�z{{| s�p|q�vozpvro p��| s| �zqvzQ�|
áÁº¼ µÓ´³ÃÇÅ <µ··Á¹· ËRÏ
�Á·ºÃ¸·Å µÓ´³ÃÇÅ³ ÂÃÁÀ·¸µ¹ »¿Á¹¹Å³
É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ ¥ztS ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »³ ¾Á ÇÁÔ¾³ºÃ »¿º¹ ·Áº¼ ¶µºÃ º¹ ¸¹Ç³´·¸´´³½³¹· »¿º¹³ ½Á·ºÃ¸·Å »µ¹¹Å³�

y�z{{| C�¥nCJ
�zqvzQ�| s| u�z{{| s�p|q�vozpvro p��| s| �zqvzQ�|
áê¶³ µÓ´³ÃÇÅ ðÁ¾¾T� M ñº·T`
�Á·ºÃ¸·Å (T − t) µÓ´³ÃÇÅ³ ÂÃÁÀ·¸µ¹ »¿Á¹¹Å³é·Ã¸è³ K µÓ´³ÃÇÅ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·HÁ¾³ºÃ »³ ½ÁÃÀÊÅ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Cobs

µÓ´³ÃÇÅ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·
áÁº¼ »¿̧ ¹·ÅÃ³· r ÀÁ¾Àº¾Å ËÀµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼Ï ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹· ËRÏ
áÁº¼ »³ »¸Ç¸»³¹»³ d ÀÁ¾Àº¾Å ËñÁÃ¸·Å ðÁ¾¾Mñº·Ï ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹· ËRÏHµ¾Á·¸¾¸·Å σ µÓ´³ÃÇÅ³ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹· ËRÏHµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ σ̃ ÀÁ¾Àº¾Å³ Ë�ðïÏ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹· ËRÏHÁ¾³ºÃ »º ´µº´ÔÕÁÀ³¹· S(t) µÓ´³ÃÇÅ³ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ C�pvro ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »³ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ
»³ ½ÁÃÀÊÅ »¿º¹³ µ¶·¸µ¹ ³ºÃµ¶Å³¹¹³ ¸¹»¸ÀÅ³ ´ºÃ º¹ ´µº´ÔÕÁÀ³¹· ¶ÃÅÀ¸´�

y�z{{| U���V
�zqvzQ�| s| u�z{{| s�p|q�vozpvro p��| s| �zqvzQ�|
áê¶³ µÓ´³ÃÇÅ ðÁ¾¾T� M ñº·T`
�Á·ºÃ¸·Å (T − t) µÓ´³ÃÇÅ³ ÂÃÁÀ·¸µ¹ »¿Á¹¹Å³
�µ¹³ê¹³´´ = K/S(t) µÓ´³ÃÇÅ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·Þ³¾·Á ÀÁ¾Àº¾Å³ ∆ = ∂C

∂S
¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·

áÊ³·Á ÀÁ¾Àº¾Å³ Θ = ∂C
∂T

¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·
õÁ½½Á ÀÁ¾Àº¾Å³ Γ = ∂2C

∂S2
¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·H³ÄÁ ÀÁ¾Àº¾Å³ υ = ∂C

∂σ
¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·

�Êµ ÀÁ¾Àº¾Å³ ρ = ∂C
∂r

¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·
É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ Uq||� ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »³ ¾¿³¹Ô´³½Ó¾³ »³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ »¿º¹³ µ¶·¸µ¹� ²³´ ÄÃ³Ñº³´ ´µ¹· º¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ »ÅÃ¸ÇÅ³´
»º ¶Ã¸¼ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ¶ÁÃ ÃÁ¶¶µÃ· Ö À³Ã·Á¸¹³´ ÇÁÃ¸ÁÓ¾³´Ò À³ Ñº¸ ¶³Ã½³· »³ ½³´ºÃ³Ã
¾Á ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Áº¼ ÇÁÃ¸Á·¸µ¹´ »³ À³´ ÇÁÃ¸ÁÓ¾³´�

`�



y�z{{| £C¤
�zqvzQ�| s| u�z{{| s�p|q�vozpvro p��| s| �zqvzQ�|Hµ¾Á·¸¾¸·Å σ ÀÁ¾Àº¾Å³ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹· ËRÏ
�Á·ºÃ¸·Å τ = (T − t) ÀÁ¾Àº¾Å³ ÂÃÁÀ·¸µ¹ »¿Á¹¹Å³
�µ¹³ê¹³´´ m = K/S(t) ÀÁ¾Àº¾Å³ ¹µ½ÓÃ³ <µ··Á¹·
É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ £r� ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »³ ¾Á Çµ¾ÁÔ·¸¾¸·Å ¶µºÃ º¹³ ½Á·ºÃ¸·Å ³· º¹³ ½µ¹³ê¹³´´ »µ¹¹Å³´� ì ÀÊÁÑº³ Àµº¶¾³ (τ,m)ÀµÃÃ³´¶µ¹» »µ¹À º¹³ ÇÁ¾³ºÃ »³ σ �

 NwNx ¤v{p|{ �¥¤
É¹³ Âµ¸´ Ñº³ ÀÊÁÑº³ µÓÕ³· Á Å·Å ÀµÃÃ³À·³½³¹· »ÅÐ¹¸Ò ¸¾ ³´· ³¹´º¸·³ ¹ÅÀ³´´Á¸Ã³

»³ ¾³´ ´·µÀè³Ã ³óÀÁÀ³½³¹· ³· ¾µÄ¸Ñº³½³¹· »Á¹´ º¹³ ´·ÃºÀ·ºÃ³ ¶µºÇÁ¹· ¾³´
Ã³ÄÃµº¶¶³Ã� ï¹ ÂÁ¸· Á¾µÃ´ Á¶¶³¾ Áº¼ ¾¸´·³ ÀÊÁô¹Å³´ »³ ¾Á Ó¸Ó¾¸µ·ÊÈÑº³ éá² ë

y�z{{| ¤n�¥� ¥§OP
�zqvzQ�| s| u�z{{| urop|ot s|{uqv�pvro
¾¸´·WáÁº¼X ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³· ¥ztS ðµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼
É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ ¤v{p| ¥ztS ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »³
¾Á ÀµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼ »¿º¹ ÕµºÃ ´¶ÅÀ¸ÐÑº³� ð³· µÓÕ³· Àµ¹·¸³¹· º¹³ ¾¸´·³ éá²
»¿µÓÕ³·´ »º ·ê¶³ ¥ztS µÃ»µ¹¹Å´ ¶ÁÃ ½Á·ºÃ¸·Å ÀÃµ¸´´Á¹·³�

y�z{{| ¤n�¥� C�¥nCJ
�zqvzQ�| s| u�z{{| urop|ot s|{uqv�pvro
¾¸´·Wï¶·¸µ¹X ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³· C�pvro í¹´³½Ó¾³ »³´ µ¶·¸µ¹´ ÀL·Å³´ ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅÉ¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ ¤v{p| C�pvro ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »³
¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ µ¶·¸µ¹´ ÀL·Å³´ ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ ¶µºÃ º¹ ½Ý½³ ´µº´ÔÕÁÀ³¹· ¶µºÃº¹ ÕµºÃ ´¶ÅÀ¸ÐÑº³� ð³· µÓÕ³· Àµ¹·¸³¹· º¹³ ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³·´ »º ·ê¶³ C�pvro
µÃ»µ¹¹Å´ ¶ÁÃ ½Á·ºÃ¸·ÅÒ ¶º¸´ ¶ÁÃ ´·Ã¸è³�

y�z{{| ¤n�¥� U���V
�zqvzQ�| s| u�z{{| urop|ot s|{uqv�pvro
¾¸´·WõÃ³³èX ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³· Uq||� í¹´³½Ó¾³ »³´ ÄÃ³ÀÑº³´ »³´ µ¶·¸µ¹´É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ ¤v{p| Uq||� ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »³
¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ »³´ µ¶·¸µ¹´ ÀL·Å³´ ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ ¶µºÃº¹ ½Ý½³ ´µº´ÔÕÁÀ³¹· ¶µºÃ º¹ ÕµºÃ ´¶ÅÀ¸ÐÑº³� ì ÀÊÁÑº³ ³¾³½³¹· C�pvro »³ ¾Á
¾¸´·³ ¤v{p| C�pvro ÀµÃÃ³´¶µ¹» º¹ ³¾³½³¹· Uq||� »³ ¾Á ¾¸´·³ ¤v{p| Uq||� Ñº¸
Àµ¹·¸³¹· ·µº´ ¾³´ ÄÃ³ÀÑº³´ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹� ð³· µÓÕ³· Àµ¹·¸³¹· º¹³ ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³·´
»º ·ê¶³ C�pvro µÃ»µ¹¹Å´ ¶ÁÃ ½Á·ºÃ¸·ÅÒ ¶º¸´ ¶ÁÃ ´·Ã¸è³�

`�



y�z{{| ¤n�¥� £C¤
�zqvzQ�| s| u�z{{| urop|ot s|{uqv�pvro
¾¸´·WHµ¾X Çµ¾ ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³· £r� éºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å µÓ´³ÃÇÅ³
¾¸´·WHµ¾X Çµ¾Ôè³Ã¹³¾ ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³· £r� éºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¾¸´´Å³É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ ¤v{p| £r� ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »º ´½¸¾³
»³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å� ð³··³ ¾¸´·³ Ã³¶ÃÅ´³¹·³ ³¹ ÂÁ¸· ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ÀÁÃ Ö ÀÊÁÑº³
Àµº¶¾³ (τ,m) ÀµÃÃ³´¶µ¹» º¹³ ÇÁ¾³ºÃ »³ σ Ò µ¹ µÓ·¸³¹· Á¾µÃ´ º¹³ ´ºÃÂÁÀ³ ³¹ �Þ�²Á ¶Ã³½¸ÈÃ³ ¾¸´·³ Àµ¹·¸³¹· ¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å´ ÀÁ¾Àº¾Å³´ »¿Á¶ÃÈ´ ¾³´ »µ¹¹Å³´
µÓ´³ÃÇÅ³´ »Á¹´ ¾Á ¾¸´·³ ¤v{p| C�pvro Ë¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ ½Á·ºÃ¸·Å ³· »³ ½µ¹³ê¹³´´
´µ¹· ´¸½¶¾³½³¹· »Å»º¸·³´ »³ À³¾¾³´ Àµ¹·³¹º³´ »Á¹´ ¾Á ¾¸´·³ »¿µ¶·¸µ¹´Ï  ¾Á ´³Àµ¹»³
¾¸´·³ Àµ¹·¸³¹· º¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¶µºÃ º¹³ ÄÃ¸¾¾³ Ð¼³ »³ Àµº¶¾³
(τ,m)

Ë¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ ½Á·ºÃ¸·Å ³· »³ ½µ¹³ê¹³´´ ´µ¹· ÀÁ¾Àº¾Å³´Ò ³· ¹µ¹ µÓ´³ÃÇÅ³´Ò
»³ ½Á¹¸ÈÃ³ Ö ¶µ´´È»³Ã º¹³ ÄÃ¸¾¾³ Ð¼³Ï� ²³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ÀµÃÃ³´¶µ¹»Á¹·³´
´µ¹· ³¹ ÂÁ¸· ÀÁ¾Àº¾Å³´ ¶ÁÃ ¾¸´´ÁÄ³ Ë½Å·Êµ»³ »º ¹µêÁºÏ Ö ¶ÁÃ·¸Ã »³ ¾Á ¾¸´·³ ¤v{p|£r� ¶ÃÅÀÅ»³¹·³� ðÊÁÑº³ ¾¸´·³ Àµ¹·¸³¹· º¹³ ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³·´ »º ·ê¶³ £r�
µÃ»µ¹¹Å´ ¶ÁÃ ½Á·ºÃ¸·ÅÒ ¶º¸´ ¶ÁÃ ½µ¹³ê¹³´´�

5µº´ ´µ½½³´ »Å´µÃ½Á¸´ ³¹ ½³´ºÃ³ »³ ÃÁ´´³½Ó¾³Ã ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³ À³´ ¸¹ÂµÃÔ½Á·¸µ¹ »³ ½Á¹¸ÈÃ³ Ö ¶µ´´³»³Ã º¹ µÓÕ³· Ã³ÄÃµº¶Á¹· ¾¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ »º ½ÁÃÀÊÅ Öº¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³�
y�z{{| �§¥§
�zqvzQ�| s| u�z{{| urop|ot s|{uqv�pvro²¸´·³ÔáÁº¼Y ¾Ô·Áº¼ ¶µ¸¹·³ºÃ ÀµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼ »º ÕµºÃ²¸´·³Ôï¶·¸µ¹Y ¾Ôµ¶·¸µ¹ ¶µ¸¹·³ºÃ ³¹´³½Ó¾³ »³´ µ¶·¸µ¹´ ÀL·Å³´²¸´·³ÔõÃ³³èY ¾ÔÄÃ³³è ¶µ¸¹·³ºÃ ³¹´³½Ó¾³ »³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ »³´ µ¶·¸µ¹´ ÀL·Å³´²¸´·³ÔHµ¾Y ¾ÔÇµ¾ ¶µ¸¹·³ºÃ ðµºÃÓ³´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³É¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ �zpz ³´· º¹³ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ Ö º¹³ »Á·³ »µ¹¹Å³ »º ½ÁÃÀÊÅÒ ¸¾
Ã³ÄÃµº¶³ ¾Á ÀµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼ »º ÕµºÃÒ ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ µ¶·¸µ¹´ ÀL·Å³´ Á¸¹´¸ Ñº³
¾³ºÃ´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´Ò ³· ¾³´ ´ºÃÂÁÀ³´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ËÀÁ¾Àº¾Å³ ³· ¾¸´´Å³Ï� É¹
µÓÕ³· �zpz ³´· ³¹ Ñº³¾Ñº³ ´µÃ·³Ò º¹ ¶Êµ·µÄÃÁ¶Ê¸³ »º ½ÁÃÀÊÅ Ö º¹ ¸¹´·Á¹·
»µ¹¹Å³�

ðµ½½³ ¹µº´ »¸´¶µ´µ¹´ »¿º¹ Ê¸´·µÃ¸Ñº³ »³ »µ¹¹Å³´ »³ ½ÁÃÀÊÅÒ ¹µº´ ¶µºÇµ¹´
ÄÅ¹ÅÃ³Ã º¹ ³¹´³½Ó¾³ »¿µÓÕ³·´ �zpz ¶µºÃ ÀÊÁÑº³ ÕµºÃ »¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹�
y�z{{| ¤n�¥� �§¥§�zqvzQ�| s| u�z{{| urop|ot s|{uqv�pvro
¾¸´·WÞÁ·ÁX ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³· �zpz í¹´³½Ó¾³´ »¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹´ »³ ½ÁÃÀÊÅÉ¹ µÓÕ³· »º ·ê¶³ ¤v{p| �zpz Ã³ÄÃµº¶³ ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ ÀÁ¾Àº¾´ ³�³À·ºÅ´ ¶µºÃ
ÀÊÁÑº³ ÕµºÃ »¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹� ð³· µÓÕ³· Àµ¹·¸³¹· º¹³ ¾¸´·³ éá² »¿µÓÕ³·´ »º ·ê¶³�zpz µÃ»µ¹¹Å´ »Á¹´ ¾³ ·³½¶´�

��



 NwNw �pz�|{ s| uz�ut�{
ð³··³ ´³À·¸µ¹ Àµ¹·¸³¹· º¹ ÃÁ¶¸»³ »³´ÀÃ¸¶·¸Â »³ ¾¿ÁÀ·¸Ç¸·Å »º ¶ÃµÄÃÁ½½³  ¾³

¾³À·³ºÃ ¶µºÃÃÁ Á¾µÃ´ ´º¸ÇÃ³ ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »³´ ÀÁ¾Àº¾´ ³· Àµ½¶Ã³¹»Ã³ »Á¹´ Ñº³¾ µÃ»Ã³º¹ µÓÕ³· �zpz ³´· ÀÃÅÅÒ Àµ½¶¾È·Å ³· º·¸¾¸´Å� Æ¾ ³´·Ò Ó¸³¹ ³¹·³¹»ºÒ ÅÇ¸»³¹· Ñº³ À³´
ÀÁ¾Àº¾´ ´³ Ã³¶Ãµ»º¸´³¹· ¶µºÃ ÀÊÁÑº³ µÓÕ³· �zpz »³ ¾Á ¾¸´·³ ¤v{p| �zpz�

��ut��qzpvro s| sroo�|{²Á ¶Ã³½¸ÈÃ³ Å·Á¶³ Àµ¹´¸´·³ Ö ÃÅÀº¶ÈÃ³Ã ¾³´ »µ¹¹Å³´ »¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ »³¶º¸´ º¹
³¹´³½Ó¾³ »³ ÐÀÊ¸³Ã´� ñµºÃ ÀÊÁÑº³ ÐÀÊ¸³ÃÒ µ¹ ÀÃÅ Á¾µÃ´ º¹ µÓÕ³· �zpz ³· ¾¿µ¹
Ã³½¶¾¸· ¾³´ µÓÕ³·´ ¤v{p| Ñº¿̧ ¾ Àµ¹·¸³¹· ÁÇ³À ¾³´ »µ¹¹Å³´ »º ÐÀÊ¸³Ã ë ¾³ »µÀº½³¹·
;·Áº¼;¶³Ã½³· »¿³¹Ã³Ä¸´·Ã³Ã ¾Á ÀµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼ »Á¹´ ¤v{p| ¥ztS ³· ¾³ »µÀº½³¹·
;µ¶·¸µ¹; ¶³Ã½³· »³ Ã³½¶¾¸Ã ¾¿µÓÕ³· ¤v{p| C�pvro�

yr�����|op{ ztS �zqvzQ�|{ s| C�pvroÉ¹³ Âµ¸´ ¾³´ »µ¹¹Å³´ »¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ ´·µÀèÅ³´ »Á¹´ ¾³´ »¸�ÅÃ³¹·³´ À¾Á´´³´ »º ¶ÃµÔÄÃÁ½½³Ò ¸¾ ¹µº´ ÂÁº· Àµ½¶¾È·³Ã À³Ã·Á¸¹³´ ´·ÃºÀ·ºÃ³´ ÁÇ³À ¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ¹ÅÀ³´´Á¸Ã³´
Áº ÀÁ¾Àº¾ »³ ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³� ÞÁ¹´ ¾³´ µÓÕ³·´ C�pvroÒ µ¹ Àµ½½³¹À³ ¶ÁÃ
ÀÁ¾Àº¾³Ã ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »º ·Áº¼ »¿̧ ¹·³Ã³· r ¶ÁÃ ¸¹·³Ã¶µ¾Á·¸µ¹ Ö ¾Á ½Á·ºÃ¸·Å ÄÃZÀ³ Ö ¾ÁÀµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼ ëszp| pztS
d1 t1
d0 [
d2 t2

t0 = t1 + (d0−d1)(t2−t1)
(d2−d1)

²Á ÇÁ¾³ºÃ »º ·Áº¼ »³ »¸Ç¸»³¹»³ ³´· ³¹´º¸·³ ÀÁ¾Àº¾Å³ ÁÐ¹ »³ Àµ½¶¾È·³Ã ¾Á
´·ÃºÀ·ºÃ³ âßØÚâä  µ¹ º·¸¾¸´³ ¶µºÃ À³¾Á ¾Á Ã³¾Á·¸µ¹ »³ ¶ÁÃ¸·Å ðÁ¾¾Mñº· ë

C(t,S(t)) − P (t,S(t)) = S(t)e−d(T−t) −Ke−r(T−t)

⇔ d = − 1

T − t
ln(

C(t,S(t)) − P (t,S(t)) +Ke−r(T−t)

S(t)
)

ð³ Ñº¸ ¹ÅÀÅ´´¸·³ Ñº¿̧ ¾ ³¼¸´·³Ò ¶µºÃ ÀÊÁÑº³ ðÁ¾¾Ò º¹ ñº· »³ ÀÁÃÁÀ·ÈÃ¸´·¸Ñº³´ ¸»³¹Ô·¸Ñº³´ Ë½Á·ºÃ¸·ÅÒ ´·Ã¸è³Ï  ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ »µ¸· »µ¹À ¸¹À¾ºÃ³ º¹³ ÓµºÀ¾¾³ ¶³Ã½³··Á¹·
»³ Ã³ÀÊ³ÃÀÊ³Ã »³´ µ¶·¸µ¹´ ;Àµ½¶¾Å½³¹·Á¸Ã³´; Ëº¹ ðÁ¾¾ ³· º¹ ñº· »³ ½Ý½³
½Á·ºÃ¸·Å ³· »³ ½Ý½³ ´·Ã¸è³Ï�

�|o{vQv�vp�{ s|{ r�pvro{ 
 �|{ �q|u}t|{²¿³¹´³½Ó¾³ »³´ ÀÁ¾Àº¾´ »³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ »³´ µ¶·¸µ¹´ ³´· Ã³¾Á·¸Ç³½³¹· ÂÁÀ¸¾³Ò Áº´´¸
¹µº´ ¹µº´ Àµ¹·³¹·³Ãµ¹´ »³ ¶ÃÅ´³¹·³Ã ¾³´ ÂµÃ½º¾³´ ¶³Ã½³··Á¹· »³ ¾³´ ÀÁ¾Àº¾³Ã� ë
d1 =

ln( S
K

)+(r−d+ σ2

2 )(T−t)

σ
√

T−t

d2 = d1 − σ
√
T − t

N(u) =
∫ u

−∞
e−

y2

2√
2π
dy

N(−u) = 1 −N(u)
Z ∼ N(0,1)

∆Call = N(d1) ∆Put = N(d1) − 1

ΘCall = −S(t)N ′(d1)σe−dT

2
√

T
+ dS(t)N(−d1)e

−dT − rKe−rTN(−d2)

ΘPut = S(t)N ′(d1)σe−dT

2
√

T
− dS(t)N(−d1)e

−dT + rKe−rTN(−d2)

ρCall = KTe−rTN(d2) ρPut = −KTe−rTN(−d2)

Γ = N ′(d1)e
−dT

S(t)σ
√

(T )

υ = S(t)
√

(T )N ′(d1)e
−dT

�`



£r�zpv�vp� v���vuvp|²¿ÅÇÁ¾ºÁ·¸µ¹ »³ ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ Àµ¹´·¸·º³ ¾¿µÓÕ³À·¸Â ¶Ã¸¹À¸¶Á¾ »º ¶ÃµÔÄÃÁ½½³� É¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ½Å·Êµ»³´ »³ ¾Á Ó¸Ó¾¸µ·ÊÈÑº³ õé² ¶³Ã½³· »³ ÃÅÁ¾¸´³Ãº¹³ µ¶·¸½¸´Á·¸µ¹ »³ Âµ¹À·¸µ¹ Ö ¶¾º´¸³ºÃ´ ÇÁÃ¸ÁÓ¾³´ »º ·ê¶³ �vov�v{zpvro s|{
�rvosq|{ uzqq�{ oro �vo�zvq| Ë¹µ¹¾¸¹³ÁÃ ¾³Á´·Ô´ÑºÁÃ³´ Ð··¸¹ÄÏ� ð³··³ Ó¸Ó¾¸µÔ·ÊÈÑº³ ÂµºÃ¹¸· º¹³ ¾ÁÃÄ³ ÄÁ½½³ »³ ·ê¶³ »³ ´µ¾Ç³ºÃ´Ò »³ ½Å·Êµ»³´ ¸·ÅÃÁ·¸Ç³´
³· »³ ·³´·´ »³ Àµ¹Ç³ÃÄ³¹À³  ÀÊÁÑº³ ³¾³½³¹· »³ ¾Á ½Å·Êµ»³ Å·Á¹· ·µ·Á¾³½³¹·¸¹»Å¶³¹»Á¹· »³´ Áº·Ã³´Ò ¸¾ ³´· Á¾µÃ´ ¶µ´´¸Ó¾³ »³ ¾³´ ÀÊÁ¹Ä³Ã ³· »¿µÓ´³ÃÇ³Ã ¾³´
Àµ¹´ÅÑº³¹À³´ ´ºÃ ¾Á ´µ¾º·¸µ¹ µÓ·³¹º³ Ëµ¹ ¶³º· ÀÊÁ¹Ä³Ã »³ ·³´· »³ Àµ¹Ç³ÃÄ³¹À³Ò
³· Çµ¸Ã ´¸ ¾³ ÃÅ´º¾·Á· µÓ·³¹º ³´· ¶¾º´ ¶ÃÅÀ¸´Ï�
É¹ ¶ÃµÓ¾È½³ »¿µ¶·¸½¸´Á·¸µ¹ ¹µ¹Ô¾¸¹ÅÁ¸Ã³ ¶ÁÃ ¾³´ ½µ¸¹»Ã³´ ÀÁÃÃÅ´ Àµ¹´¸´·³Ö ½¸¹¸½¸´³Ã ¾³ ÀÁÃÃÅ »³´ ÃÅ´¸»º´ »³ n Âµ¹À·¸µ¹´ fi

Ò ´³¾µ¹ p ¶ÁÃÁ½È·Ã³´ xi
ë

Φ(x) =
1

2

n
∑

i=1

fi(x1,...,xn)2 =
1

2
‖F (x)‖2

áµº´ ¾³´ Á¾ÄµÃ¸·Ê½³´ ÁÄ¸´´³¹· Ö ¶ÁÃ·¸Ã »¿º¹³ Êê¶µ·ÊÈ´³ ¸¹¸·¸Á¾³ Àµ½½º¹³ º·¸¾¸´Á¹·
¾Á ¾¸¹ÅÁÃ¸´Á·¸µ¹ ë

Ψ(x) = ‖F (x+ p)‖ ≈ ‖F (x) + Jp‖
µ� x ³´· ¾Á ÇÁ¾³ºÃ ¸¹¸·¸Á¾³Ò p ³´· ¾³ ¶Á´ ³· J ³´· ¾Á ½Á·Ã¸À³ \ÁÀµÓ¸³¹¹³ ë Jij = ∂fi

∂xj

²¿µÓÕ³À·¸Â ³´· ¸À¸ »³ ·ÃµºÇ³Ã ¾Á ÇÁ¾³ºÃ µ¶·¸½Á¾³ »³ σ̃ Ñº¸ ½¸¹¸½¸´³ ¾³ ÀÁÃÃÅ»³ ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ f(σ̃) = [C(t,S(t),T,K,σ) − Cobs]
µ� Cobs

³´· ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹
µÓ´³ÃÇÅ³ ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ ³· C(t,S(t),T,K,σ) ¾Á ÇÁ¾³ºÃ ÀÁ¾Àº¾Å³ ÁÇ³À ¾³ ½µ»È¾³ »³ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´�
ñµºÃ º·¸¾¸´³Ã À³´ ½Å·Êµ»³´Ò ¸¾ ´ºó· »³ ÂµºÃ¹¸Ã Áº Àµ»³ ¾¿³¼¶Ã³´´¸µ¹ »³ ¾ÁÂµ¹À·¸µ¹ ³ÃÃ³ºÃÒ ½Á¸´ ÅÄÁ¾³½³¹· ¾Á »ÅÃ¸ÇÅ³ »³ À³¾¾³ÔÀ¸ ¶ÁÃ ÃÁ¶¶µÃ· Ö ¾Á ÇÁÃ¸ÁÓ¾³Ö µ¶·¸½¸´³Ã� ÞÁ¹´ ¾Á ¶ÃÁ·¸Ñº³Ò ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ Ö ½¸¹¸½¸´³Ã ´¿µÓ·¸³¹· ÂÁÀ¸¾³½³¹·Ö ¾¿Á¸»³ »³´ ½Å·Êµ»³´ »³ ÇÁ¾µÃ¸´Á·¸µ¹ »¿µ¶·¸µ¹ »³ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ Á¸¹´¸
Ñº³ ÄÃZÀ³ Áº ¶Ã¸¼ »³ ½ÁÃÀÊÅ µÓ´³ÃÇÅ  ¾Á »ÅÃ¸ÇÅ »³ À³··³ Âµ¹À·¸µ¹ ´³ »Å»º¸· »³
¾¿³¼¶Ã³´´¸µ¹ »³ £|�z Ñº¸ ³´· ¾Á ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å »º ¶Ã¸¼ »³ ¾¿µ¶·¸µ¹ Áº¼ ÇÁÃ¸Á·¸µ¹´ »³ σ �
²Á Âµ¹À·¸µ¹ ÂÁ¸· »µ¹À ÇÁÃ¸³Ã ¾Á ÇÁ¾³ºÃ »³ σ ³· Ã³ÀÁ¾Àº¾³ À³¾¾³ »³ f(σ)  ¾Á
¶ÃµÀÅ»ºÃ³ »³ ½¸¹¸½¸´Á·¸µ¹ Àµ¹·¸¹º³ ·Á¹· Ñº¿º¹ ½¸¹¸½º½ ¹¿Á ¶Á´ Å·Å ·ÃµºÇÅ
»Á¹´ ¾³´ Àµ¹»¸·¸µ¹´ »³ ¶ÃÅÀ¸´¸µ¹´ »µ¹¹Å³´ Ë·³´· »º ÄÃÁ»¸³¹·Ï µº Ó¸³¹ Ñº³ ¾³
¹µ½ÓÃ³ »¿̧ ·ÅÃÁ·¸µ¹´ ½Á¼¸½º½ Áº·µÃ¸´Å ¹¿³´· ¶Á´ Á··³¸¹·�
ìº ·³Ã½³ »³ À³··³ ¶ÃµÀÅ»ºÃ³Ò µ¹ µÓ·¸³¹· ¶µºÃ ÀÊÁÑº³ Àµº¶¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ
»³ ½Á·ºÃ¸·Å ³· »³ ½µ¹³ê¹³´´Ò º¹³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ¶Ãµ¶Ã³ ë (τ,m) → σ

Ò µ¹
¶³º· Á¾µÃ´ ·ÃÁÀ³Ã º¹³ ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ³¹ � »¸½³¹´¸µ¹´�

��



�|p�rs| st or�ztÉ¹³ Âµ¸´ Ñº³ ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ Á Å·Å ÀÁ¾Àº¾ÅÒ µ¹ ´³
Ã³¹» Àµ½¶·³ Ñº³ ¾³´ Àµº¶¾³´ (τ,m) ¹³ ´µ¹· ¶Á´ Àµ¹´·Á¹·´ »¿º¹³ ÕµºÃ¹Å³ Ö ¾¿Áº·Ã³¶º¸´Ñº¿̧ ¾´ ´µ¹· »¸Ã³À·³½³¹· »Å·³Ã½¸¹Å´ ÄÃZÀ³ Áº¼ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹´ »³´ µ¶·¸µ¹´� ²Á
´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ÅÇµ¾º³ »µ¹À »Á¹´ ¾³ ·³½¶´ ´ºÃ º¹³ ÄÃ¸¾¾³ ¹µ¹ÔÐ¼³Ò ¾³ ¹µ½ÓÃ³»³ ÇÁ¾³ºÃ´ ¹¿³´· ¶Á´ Àµ¹´·Á¹·Ò ¾¿ÅÀÊ³¾¾³ ¹¿³´· ¶Á´ Ð¼³  ¸¾ ³´· »µ¹À Ã³¾Á·¸Ç³½³¹·
»¸óÀ¸¾³ »¿Å·º»¸³Ã ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »³ À³··³ ´ºÃÂÁÀ³ »Á¹´ ¾³ ·³½¶´� Þ³ ¶¾º´Ò µ¹ µÓ´³ÃÇ³
À³Ã·Á¸¹³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ;³¼·Ã³½³´; Á¸¹´¸ Ñº³ »³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ½Á¹ÑºÁ¹·³´ Ò ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ ¹¿³´·
»µ¹À ¶Á´ Àµ½¶¾È·³Ò ³¾¾³ ³´· ¸ÃÃÅÄº¾¸ÈÃ³ ³· ÄÃµ´´¸ÈÃ³�
²Á ½Å·Êµ»³ »º ¹µêÁº ËI³Ã¹³¾ ´½µµ·Ê¸¹Ä ½³·Êµ»Ï ¶³Ã½³· ·µº· »¿ÁÓµÃ» »³ ¾¸´´³Ãº¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ Àµ¹·³¹º³´ Ë¶ÁÃ ³¼³½¶¾³Ï »Á¹´ º¹ Ç³À·³ºÃ� É¹ ÁÇÁ¹·ÁÄ³
¹µ¹ ¹ÅÄ¾¸Ä³ÁÓ¾³ Ö Àµ¹´¸»ÈÃ³Ã ³´· Ñº³ ¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ σ̌ ¾¸´´Å³´ ´µ¹· ÀÁ¾Àº¾Å³´ ¶µºÃ »³´Àµº¶¾³´ (τ,m) »µ¹¹Å³´ ¶ÁÃ ¾¿º·¸¾¸´Á·³ºÃ  µ¹ ¹¿³´· »µ¹À ¶Á´ µÓ¾¸ÄÅ´ »³ ¶Ã³¹»Ã³
¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ µÓ´³ÃÇÅ³´� ð³¾Á ¶³Ã½³· »³ ÀÃÅ³Ã º¹³ ÄÃ¸¾¾³ Ð¼³Ò Àµ½¶¾³·³ ³· Àµ¹´·Á¹·³�
ï¹ »¸´¶µ´³ »¿º¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¶µºÃ º¹ Àµº¶¾³ ½Á·ºÔÃ¸·ÅM½µ¹³ê¹³´´ »µ¹¹Å σ(τ,m) ¶³Ã½³··Á¹· »³ ·ÃÁÀ³Ã º¹³ ´ºÃÂÁÀ³ Ñº³ ¾¿µ¹´µºÊÁ¸·³ ¾¸´´³Ã  ¶µºÃ À³¾Á µ¹ º·¾¸´³ º¹³ ½Å·Êµ»³ »º ¹µêÁº Ë5Á»ÁÃÁêÁÔ�Á·´µ¹Ï�ï¹ ¶³º· Á¾µÃ´ Á¶¶Ãµ¼¸½³Ã σ ¶ÁÃ Moy[σi ; (τi,mi) ∈ V (τ,m)] µ� V (τ,m)³´· º¹ Çµ¸´¸¹ÁÄ³ »³ (τ,m)

Ëµ¹ ÀÊµ¸´¸· º¹³ ½µê³¹¹³ ½µÓ¸¾³ ¾µÀÁ¾³ ¶µ¹»ÈÃÅ³Ò
¶µºÃ ¾ÁÑº³¾¾³ ¾³´ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹´ »µ¹· ¾¿ÁÓ´À¸´´³ ³´· ¶¾º´ ¶ÃµÀÊ³ »³ (τ,m) µ¹· º¹¶µ¸»´ ¶¾º´ Å¾³ÇÅ Ñº³ À³¾¾³´ Ñº¸ ³¹ ´µ¹· Å¾µ¸Ä¹Å³´Ï� ð³À¸ Àµ¹»º¸· »¸Ã³À·³½³¹· Ö
¾¿³´·¸½Á·³ºÃ »º ¹µêÁº »³ 5Á»ÁÃÁêÁÔ�Á·´µ¹ ë

σ̂(τ,m) =

∑N
i=1 σi K( τi−τ

hτ
)

∑n
i=1K(mi−m

hm
)

∑N
i=1K( τi−τ

hτ
)

∑n
i=1K(mi−m

hm
)

µ� K(t) ³´· Á¶¶³¾Å or�zt  ¸¾ ´¿ÁÄ¸· ÄÅ¹ÅÃÁ¾¾³½³¹· »¿º¹³ ¾µ¸ »³ ¶ÃµÓÁÓ¸¾¸·Å ë
5µêÁº º¹¸ÂµÃ½³ K(t) = 1

2

5µêÁº õÁº´´¸³¹ K(t) = (2π)−1/2e−t2/2

5µêÁº »¿í¶Á¹³ÀÊ¹¸èµÇ K(t) = 3
4 (1 − t2)

5µêÁº ÀºÓ¸Ñº³ K(t) = 70
81 (1 − |t|3)3

²Á ¾ÁÃÄ³ºÃ »³ Â³¹Ý·Ã³ h ËÓÁ¹»�¸·ÊÏ Àµ¹·ÃL¾³ ¾³ ÀÁÃÁÀ·ÈÃ³ ¾µÀÁ¾ »³ ¾Á ÃÅÄÃ³´´¸µ¹ ëº¹³ ¶³·¸·³ ¾ÁÃÄ³ºÃ »³ Â³¹È·Ã³ »µ¹¹³ ³¹ ÄÅ¹ÅÃÁ¾ º¹³ ³´·¸½Á·¸µ¹ ·ÃÈ´ ÓÃº¸·Å³Ò Á¾µÃ´
Ñº¿º¹³ ÄÃÁ¹»³ ¾ÁÃÄ³ºÃ »³ Â³¹Ý·Ã³ ¶Ãµ»º¸· º¹³ ÀµºÃÓ³ Ã³¾Á·¸Ç³½³¹· ¾¸´´³Ò ½Á¸´
½µ¸¹´ ´³¹´¸Ó¾³ Áº¼ Á´¶³À·´ ¾µÀÁº¼ ÅÇ³¹·º³¾¾³½³¹· ¶ÃÅ´³¹·´ »Á¹´ ¾³´ »µ¹¹Å³´ ÁÇ³À
»µ¹À º¹ ¶¾º´ ÄÃÁ¹» Ó¸Á¸´� ÞÁ¹´ ¾Á ¶ÃÁ·¸Ñº³Ò µ¹ ÀÊµ¸´¸· ¶µºÃ ÇÁ¾³ºÃ h = σN−1/5 �ï¹ ¹µ·³ÃÁ Ñº³ ¾Á ¾ÁÃÄ³ºÃ »³ Â³¹Ý·Ã³ ³´· »¸�ÅÃ³¹·³ ¶µºÃ ¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ τ ³· À³¾¾³´»³ m ÀÁÃ ³¾¾³ »Å¶³¹» »³ ¾¿ÅÀÁÃ·Ô·ê¶³ »³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ³· »³ ¾³ºÃ ¹µ½ÓÃ³�

��



] @i°fe feg l+g°dibig
ð³··³ ¶ÁÃ·¸³ »º ÃÁ¶¶µÃ· ³´· »³´·¸¹Å³ Ö ¾¿Å·º»³ »³´ ÃÅ´º¾·Á·´ µÓ·³¹º´ ¶ÁÃ

¾³ ¶ÃµÄÃÁ½½³� ²¿µÓÕ³À·¸Â ¶Ã¸¹À¸¶Á¾ Å·Á¹· ¾¿Å·º»³ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å¸½¶¾¸À¸·³Ò ¹µº´ ¹µº´ Á··ÁÃ»³Ãµ¹´ ¶Ã¸¹À¸¶Á¾³½³¹· ´ºÃ À³··³ »³Ã¹¸ÈÃ³ ½Ý½³ ´¸
¾³ ¶ÃµÄÃÁ½½³ ¶³Ã½³· ÅÄÁ¾³½³¹· »¿µÓ´³ÃÇ³Ã ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »³´ ´³¹´¸Ó¸¾¸·Å´ »³´
µ¶·¸µ¹´Ò »³ ¾³ºÃ ¶Ã¸¼Ò ³· ½Ý½³ »³ ¾Á ÀµºÃÓ³ »³´ ·Áº¼� Þ³´ ½µ»¸ÐÀÁ·¸µ¹´º¾·ÅÃ¸³ºÃ³´ ¶µºÃÃÁ¸³¹· Á¸¹´¸ ¶³Ã½³··Ã³ »³ ÀÊÁ¹Ä³Ã À³ ¶ÃµÄÃÁ½½³ ³¹ Áº·µ½Á·³
»³ ·ÃÁ»¸¹Ä ÓÁÀèÔ·³´·Å µ� ¾¿µ¹ ¶µºÃÃÁ¸· »ÅÐ¹¸Ã º¹³ ´·ÃÁ·ÅÄ¸³ ³¹ Âµ¹À·¸µ¹ »º ´½¸¾³»³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ½Á¸´ Áº´´¸ »³´ ÄÃ³ÀÑº³´�

^úû 8���� �� ÿý�������1 ��.������
ï¹ Àµ½½³¹À³ ¶ÁÃ Å·º»¸³Ã ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å µÓ·³¹º³ Ö ¶ÁÃ·¸Ã »³´ ÇÁÔ¾³ºÃ´ ÀÁ¾Àº¾Å³´ »¸Ã³À·³½³¹· ¶ÁÃ ¸¹Ç³Ã´¸µ¹ »º ½µ»È¾³ »³ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´ ËÖ ¾¿Á¸»³

»³´ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹´ »³ ½ÁÃÀÊÅÏ� ²¿̧ ¹´ºÐ´Á¹À³ »º ½µ»È¾³ ³´· »Å½µ¹·ÃÅ³ ¶ÁÃ ¾³ÂÁ¸· Ñº³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ¹¿³´· ¶Á´ ¶¾Á·³  ³¹ ³�³·Ò ´¸ ¾³ ½µÔ»È¾³ Å·Á¸· ·µ·Á¾³½³¹· Õº´·³Ò Á¾µÃ´ ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ ½ÁÃÀÊÅ »³´ µ¶Ô·¸µ¹´ Ë»³ ½Ý½³ ´µº ṌÁÀ³¹·Ï ¶³Ã½³··ÃÁ¸· »³ Ã³·ÃµºÇ³Ã º¹³ ´³º¾³ ³· º¹¸Ñº³ ÇÁ¾³ºÃ
»³ σ ¶µºÃ º¹ ½Ý½³ Àµº¶¾³ (τ,m)

� �Á¾Ê³ºÃ³º´³½³¹·Ò µ¹ µÓ´³ÃÇ³ º¹³ ´·ÃºÀÔ·ºÃ³ ¶ÁÃ ·³Ã½³ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »º ´½¸¾³Ò ¸¾ ³¼¸´·³ »µ¹À º¹³ ½º¾·¸·º»³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´
»³ σ Ò Á´´µÀ¸Å³ Ö º¹ ´µº´ÔÕÁÀ³¹·Ò ¶µºÃ ÀÊÁÑº³ µ¶·¸µ¹ µÓ´³ÃÇÅ³ ´ºÃ ¾³ ½ÁÃÀÊÅ�

 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

"11_1_2000__vol.txt"

 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
K/S  0

 0.1
 0.2

 0.3
 0.4

 0.5
 0.6

 0.7
 0.8

 0.9
 1

T-t

 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

Vol implicite

��



ï¹ Ã³½ÁÃÑº³ Ñº³ À³Ã·Á¸¹³´ _µ¹³´ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ´µ¹· ¾ÁÀº¹Á¸Ã³´Ò
À³··³ ÁÓ´³¹À³ »³ ÇÁ¾³ºÃ ´¿³¼¶¾¸Ñº³ ¶ÁÃ ¾³ ÂÁ¸· Ñº³ ¾Á Âµ¹À·¸µ¹ »¿µ¶·½¸´Á·¸µ¹
¹¿Á ¶º Àµ¹Ç³ÃÄ³Ã� Æ¾ ´³½Ó¾³ »µ¹À Ñº³ ¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ÀÁÃÁÀ·ÈÃ¸´·¸Ñº³´ »³´ µ¶·¸µ¹´
µÓ´³ÃÇÅ³´ Ë¶Ã¸¹À¸¶Á¾³½³¹· ¾³ ¶Ã¸¼Ï ¹³ ¶³Ã½³··³¹· ¶Á´ ·µºÕµºÃ´ »³ ÂÁ¸Ã³ ÁÓµº·¸Ã
¾Á Âµ¹À·¸µ¹ »³ ½¸¹¸½¸´Á·¸µ¹ »³´ ½µ¸¹»Ã³´ ÀÁÃÃÅ´� ï¹ µÓ´³ÃÇ³ º¹¸Ñº³½³¹· À³
¶ÊÅ¹µ½È¹³ ¶µºÃ ¾³´ µ¶·¸µ¹´ ÊµÃ´ »³ ¾Á ½µ¹¹Á¸³  ¾³ºÃ ÁÓ´³¹À³ »³ ¾¸Ñº¸»¸·Å ³·
¾³´ ÃÅÁÀ·¸µ¹´ »º ½ÁÃÀÊÅ ¶ÃµÇµÑº³¹· ¾¿Á¶¶ÁÃ¸·¸µ¹ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ Ñº¸ ¹³ ´¿̧ ¹´ÀÃ¸Ç³¹·
¶Á´ »Á¹´ ¾Á ¾µÄ¸Ñº³ »º ½µ»È¾³ »³ ç¾ÁÀè ³· éÀÊµ¾³´� ï¹ µÓ´³ÃÇ³ ÅÄÁ¾³½³¹· »³´ÇÁ¾³ºÃ´ ÁÓÅÃÃÁ¹·³´ ¶µºÃ ¾³´ µ¶·¸µ¹´ »³ ·ÃÈ´ ÂÁ¸Ó¾³ ½Á·ºÃ¸·Å ËÇµ¾Á·¸¾¸·Å ·ÃÈ´ ÂµÃ·³
»³´ µ¶·¸µ¹´ Ö ¾Á ½µ¹¹Á¸³ ³· ·ÃÈ´ ÂÁ¸Ó¾³ ¶µºÃ À³¾¾³´ ÊµÃ´ »³ ¾Á ½µ¹¹Á¸³Ï� ²Á Áº´´¸Ò
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õ¾µÓÁ¾³½³¹·Ò µ¹ µÓ´³ÃÇ³ º¹³ ¹³··³ »¸½¸¹º·¸µ¹ »³ ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å »³´ µ¶·¸µ¹´Ö ½³´ºÃ³ Ñº¿³¾¾³´ ³¹·Ã³¹· »Á¹´ ¾Á ½µ¹¹Á¸³� ï¹ Àµ¹´·Á·³ ÅÄÁ¾³½³¹· Ñº³ ¾ÁÇµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ÁºÄ½³¹·³ Ö ½³´ºÃ³ Ñº³ ¾¿µ¶·¸µ¹ ´¿Á¶¶ÃµÀÊ³ »³ ´Á ½Á·ºÃ¸·Å�

²¿º·¸¾¸´Á·¸µ¹ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ ¾¸´´Å³ ËµÓ·³¹º³ Ö ¾¿Á¸»³ »³ ¾Á ½Å·Êµ»³ »º ¹µêÁºÏ ¶³ÃÔ½³· ·µº· »¿ÁÓµÃ» »¿µÓ´³ÃÇ³Ã ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »º ´½¸¾³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ´ºÃ º¹³ ÄÃ¸¾¾³ (τ,m)Ð¼³Ò½Á¸´ Áº´´¸ »³ Àµ½Ó¾³Ã ¾³´ _µ¹³´ ¾ÁÀº¹Á¸Ã³´� ð³··³ ½Å·Êµ»³ ¶³Ã½³· ÅÄÁ¾³½³¹·
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²¿ìðñ ¶³Ã½³· »¿Å·º»¸³Ã ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹´ Ñº³ ´ºÓ¸· ¾Á ´ºÃÂÁÀ³

»Á¹´ ¾³ ·³½¶´Ò ½Á¸´ ÅÄÁ¾³½³¹· ¾¿̧ ½¶µÃ·Á¹À³ »³ ¾³ºÃ ¸¹<º³¹À³ ´ºÃ ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹
»³ À³··³ ´ºÃÂÁÀ³� ðµ¹ÀÃÈ·³½³¹·Ò ¾¿Å·º»³ »³´ ·Ãµ¸´ ¶Ã¸¹À¸¶Áº¼ ½µ»³´ »³ »ÅÂµÃÔ½Á·¸µ¹ ´³ ÂÁ¸· Ö ¾¿Á¸»³ »³´ � ¶Ã³½¸³Ã´ Ç³À·³ºÃ´ ¶Ãµ¶Ã³´ »³ ¾Á ½Á·Ã¸À³ »³ ÇÁÔÃ¸Á¹À³MÀµÇÁÃ¸Á¹À³ ¸´´º³ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ ½µê³¹¹³ »³´ ÁÀÀÃµ¸´´³½³¹·´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å
»Á¹´ ¾³ ·³½¶´� í¹ Å·º»¸Á¹· ¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ¶Ãµ¶Ã³´ ÀµÃÃ³´¶µ¹»Á¹·³´Ò µ¹ ´³ Ã³¹»
Àµ½¶·³ Ñº³ ¾³´ ´³º¾³´ � ¶Ã³½¸ÈÃ³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ¶Ãµ¶Ã³´ ´ºó´³¹· Ö ÀµºÇÃ¸Ã ��R »³
¾Á ·ÃÁÀ³ »³ ¾Á ½Á·Ã¸À³ »³ ÇÁÃ¸Á¹À³MÀµÇÁÃ¸Á¹À³� É¹ ½µ»È¾³ ÀµÃÃ³À·³½³¹· ÀÁ¾¸ÓÃÅ
ÁÇ³À º¹ ¹µ½ÓÃ³ Ã³´·Ã³¸¹· »³ ÂÁÀ·³ºÃ´ ¶µºÃÃÁ¸· ´ºóÃ³ Ö ´¸½º¾³Ã ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ ÀÁÃ �
½µ»³´ »³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹´ ´ºó´³¹· Ö ÃÅ´º½³Ã ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³ ´µ¹ ÅÇµ¾º·¸µ¹�
¦NxNm �q|�v|q �rs| s| s�ªrq�zpvro
²Á ÑºÁ´¸Ô·µ·Á¾¸·Å »³´ Àµ½¶µ´Á¹·³´ »º ¶Ã³½¸³Ã Ç³À·³ºÃ ¶Ãµ¶Ã³ ´µ¹· ¶µ´¸·¸Ç³´  ¸¾ ³¹ ÃÅ´º¾·³ º¹³ ·ÃÁ¹´¾Á·¸µ¹ Ç³Ã´ ¾³ ÊÁº· ËÁºÄ½³¹·Á·¸µ¹ »³ ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·ÅÏ »³

¾¿³¹´³½Ó¾³ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³� ²Á ÇÁ¾³ºÃ ¶Ãµ¶Ã³ ÀµÃÃ³´¶µ¹»Á¹·Ö À³ ½µ»³ ³´· ¾Á ¶¾º´ ÄÃÁ¹»³ ³· Ã³¶ÃÅ´³¹·³ Á¶¶Ãµ¼¸½Á·¸Ç³½³¹· ��R »³ ¾Á ·ÃÁÀ³Ò
À³ Ñº¸ ´¸Ä¹¸Ð³ Ñº³ ¾Á ·ÃÁ¹´¾Á·¸µ¹ ³´· ¾Á ¶Ã¸¹À¸¶Á¾³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ ´ºÓ¸³ ¶ÁÃ ¾³ ´½¸¾³
»³ Çµ¾Á·¸¾¸·ÅÒ ¾³´ Áº·Ã³´ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹´ ¹¿µ¹·Ò ³¹ ½µê³¹¹³Ò Ñº³ ¶³º »¿̧ ¹<º³¹À³� ²Á
´ºÃÂÁÀ³ ³´· ¶ÃÁ·¸Ñº³½³¹· ¶¾Á¹³ ³· ¾Á ÑºÁ´¸Ô·µ·Á¾¸·Å »³ ´³´ Àµ½¶µ´Á¹·³´ ´³ ´¸·º³¹·³¹·Ã³ � ³· ����  À³ Ñº¸ ´¸Ä¹¸Ð³ Ñº³ ¾Á ·ÃÁ¹´¾Á·¸µ¹ ¶µ´¸·¸Ç³ ËÇ³Ã´ ¾³ ÊÁº·Ï ³´·
ÑºÁ´¸½³¹· ¸»³¹·¸Ñº³ ´ºÃ ·µº´ ¾³´ ¶µ¸¹·´ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ³· Ñº¿³¾¾³ ³´·
Ã³¾Á·¸Ç³½³¹· ÂÁ¸Ó¾³� ï¹ µÓ´³ÃÇ³Ò À³¶³¹»Á¹·Ò À³Ã·Á¸¹³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ;³¼·Ã³½³´; ¶µºÃ
¾³´ µ¶·¸µ¹´ ·ÃÈ´ ¶ÃµÀÊ³´ »³ ¾Á ½Á·ºÃ¸·Å ³· ÂµÃ·³½³¹· »Á¹´ Ë³· ÊµÃ´ »³Ï ¾Á ½µ¹¹Á¸³�
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²³ ´³Àµ¹» ½µ»³ »³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ ÀµÃÃ³´¶µ¹» Ö º¹³ ´ºÃÂÁÀ³ ÀÃµ¸´´Á¹·³ ³¹ Âµ¹ÀÔ·¸µ¹ »³ ¾Á ½Á·ºÃ¸·Å  ³¹ ³�³· ´³´ Àµ½¶µ´Á¹·³´ ¶µºÃ »³ ÂÁ¸Ó¾³´ ½Á·ºÃ¸·Å´ ´µ¹·

¹ÅÄÁ·¸Ç³´ ½Á¸´ ³¾¾³´ ÁºÄ½³¹·³¹· ÃÁ¶¸»³½³¹· Ë³· »³Ç¸³¹¹³¹· ¶µ´¸·¸Ç³´ »È´ Ñº³ ¾Á
½Á·ºÃ¸·Å »Å¶Á´´³ ���Ò Ñº³¾¾³ Ñº³ ´µ¸· ¾Á ½µ¹³ê¹³´´Ï� éÁÀÊÁ¹· Ñº³ ¾³ ´³Àµ¹» ½µ»³
»³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ ÀµÃÃ³´¶µ¹» Ö ¾Á ¶³¹·¸ÐÀÁ·¸µ¹ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³Ò µ¹ ·ÃÁ»º¸· Á¾µÃ´ À³
¶ÊÅ¹µ½È¹³ ¶ÁÃ º¹³ ·³¹»Á¹À³ Ö ÂÁ¸Ã³ ÓÁ¸´´³Ã ¾³ ´½¸¾³ ¶µºÃ »³ ·ÃÈ´ ÂÁ¸Ó¾³´ ½Á·ºÃ¸Ô·Å´ Ë¶³¹·³ ¹ÅÄÁ·¸Ç³Ï  ³¹ Ã³ÇÁ¹ÀÊ³Ò ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ ´³ÃÁ ¶µº´´Å³ Ç³Ã´ ¾³ ÊÁº· ¾µÃ´Ñº³ ¾Á
½Á·ºÃ¸·Å ÁºÄ½³¹·³ÃÁ� ï¹ µÓ´³ÃÇ³ ÅÄÁ¾³½³¹· º¹ ¶ÊÅ¹µ½È¹³ Ã³¾Á·¸Ç³½³¹· »¸´ÀÃ³·
Ñº¸ ·³¹» Ö ÂÁ¸Ã³ ÀÊÁ¹Ä³Ã ¾³ ´¸Ä¹³ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ ³¹ Âµ¹À·¸µ¹ »³ ¾Á ½µ¹³ê¹³´´ ë ¾³´
Àµ½¶µ´Á¹·³´ ´µ¹· ¶µ´¸·¸Ç³´ ¶µºÃ m > 1 ³· ¹ÅÄÁ·¸Ç³´ ¶µºÃ m < 1  À³¾Á ´³ ·ÃÁÔ»º¸ÃÁ ¶ÁÃ º¹³ ·³¹»Á¹À³ Ö ÂÁ¸Ã³ ÁºÄ½³¹·³Ã ¾Á Çµ¾Á·¸¾¸·Å »³´ µ¶·¸µ¹´ ðÁ¾¾ ÊµÃ´ »³ ¾Á
½µ¹¹Á¸³Ò ³· Ö ÂÁ¸Ã³ ÓÁ¸´´³Ã À³¾¾³ »³´ µ¶·¸µ¹´ ñº· ÊµÃ´ »³ ¾Á ½µ¹¹Á¸³� ï¹ µÓ´³ÃÇ³ÅÄÁ¾³½³¹· º¹ ³¹´³½Ó¾³ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ ;³¼·Ã³½³´; ¶µºÃ »³ ·ÃÈ´ ÂÁ¸Ó¾³´ ½Á·ºÃ¸·Å´ ³·
¾µÃ´Ñº³ ¾Á ½µ¹³ê¹³´´ ³´· ·ÃÈ´ ÂÁ¸Ó¾³ µº ·ÃÈ´ Å¾³ÇÅ³� ð³ ¶ÊÅ¹µ½È¹³Ò Àµ¹ÕºÄºÅ Ö
À³¾º¸ µÓ´³ÃÇÅ ¶ÃÅÀÅ»³½³¹· ´ºÃ ¾³ ¶Ã³½¸³Ã ½µ»³ »³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ Ë¶µºÃ ¾³ ½Ý½³·ê¶³ »¿µ¶·¸µ¹´Ï ³¼¶¾¸Ñº³ ³¹ ÄÃÁ¹»³ ¶ÁÃ·¸³ ¾¿µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹ »³ ÇÁ¾³ºÃ´ ÁÓÅÃÃÁ¹·³´
»³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å´ ¸½¶¾¸À¸·³´ ¶µºÃ ¾³´ µ¶·¸µ¹´ ¶ÃµÀÊ³´ »³ ¾³ºÃ ½Á·ºÃ¸·Å ³· ÂµÃ·³½³¹·
»Á¹´ Ëµº ÊµÃ´ »³Ï ¾Á ½µ¹¹Á¸³� ï¹ ÃÁ¶¶³¾¾³ Ñº³ ¾Á ÇÁ¾³ºÃ ¶Ãµ¶Ã³ ÀµÃÃ³´¶µ¹»Á¹·Ö À³ ½µ»³ ³´· ·ÃÈ´ ¸¹ÂÅÃ¸³ºÃ³ ËÃ³¾Á·¸Ç³½³¹· Ö ¾Á ·ÃÁÀ³Ï Ö À³¾¾³ »º ¶Ã³½¸³Ã ½µ»³Ò
À³ Ñº¸ ´¸Ä¹¸Ð³ Ñº³ ¾¿̧ ½¶µÃ·Á¹À³ »³ À³··³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ Ë¶³¹·¸ÐÀÁ·¸µ¹Ï ´ºÃ ¾¿ÅÇµÔ¾º·¸µ¹ »Á¹´ ¾³ ·³½¶´ »º ´½¸¾³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ´³ÃÁ ÃÅ¾Á·¸Ç³½³¹· ¶¾º´ ÂÁ¸Ó¾³ Ñº³ ¾Á
»ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ ¶ÁÃ ·ÃÁ¹´¾Á·¸µ¹�
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²³ ·Ãµ¸´¸È½³ ½µ»³ »³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ ÀµÃÃ³´¶µ¹» Ö ¾Á ·Ãµ¸´¸È½³ ¶¾º´ ÄÃÁ¹»³ ÇÁÔ¾³ºÃ ¶Ãµ¶Ã³ Ñº¸ »³½³ºÃ³ À³¶³¹»Á¹· ¹³··³½³¹· ½µ¸¹´ ¸½¶µÃ·Á¹·³ Ñº³ ¾³´ »³º¼

¶Ã³½¸ÈÃ³´ ËÃ³¶ÃÅ´³¹·³ ½µ¸¹´ »³ `R »³ ¾Á ·ÃÁÀ³Ï  À³ Ñº¸ ³¼¶¾¸Ñº³ Ñº³ À³··³ »ÅÔÂµÃ½Á·¸µ¹ ¸¹<º³¹À³ »³ ½Á¹¸ÈÃ³ Ã³¾Á·¸Ç³½³¹· ÂÁ¸Ó¾³ ¾¿ÅÇµ¾º·¸µ¹ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³� ï¹ Àµ¹´·Á·³ Ñº³ ¾³´ Àµ½¶µ´Á¹·³´ ÀµÃÃ³´¶µ¹»Á¹· Áº¼ µ¶·¸µ¹´
»³ ½µ¹³ê¹³´´ ³¼·Ã³½³ Ë·ÃÈ´ ÄÃÁ¹»³ µº ·ÃÈ´ ÂÁ¸Ó¾³Ï ³· »³ ½Á·ºÃ¸·Å Ã³¾Á·¸Ç³½³¹·ÂÁ¸Ó¾³ Ȩ̈ ¹ÂÅÃ¸³ºÃ Ö ���Ï ´µ¹· ¶µ´¸·¸Ç³´ ³· Ó³ÁºÀµº¶ ¶¾º´ ÄÃÁ¹»³´ Ñº³ ¾³ Ã³´·³ »³´
Àµ½¶µ´Á¹·³´� ²³ Ã³´·³ »³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ ´³½Ó¾³ ¶ÃÁ·¸Ñº³½³¹· ¶¾Á¹³Ò ½Ý½³ ´¸ ¾¿µ¹
Ã³½ÁÃÑº³ Ñº¿³¾¾³ »ÅÀÃµô· ¾ÅÄÈÃ³½³¹· ¾µÃ´Ñº³ ¾Á ½Á·ºÃ¸·Å ÁºÄ½³¹·³ ËÁÇ³À »³´
Àµ½¶µ´Á¹·³´ ¹ÅÄÁ·¸Ç³´ ¶µºÃ º¹³ ½Á·ºÃ¸·Å ´º¶ÅÃ¸³ºÃ³ Ö ��� Ñº³¾¾³ Ñº³ ´µ¸· ¾Á
½µ¹³ê¹³´´Ï� ð³ ½µ»³ »³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ Ã³¶ÃÅ´³¹·³ ¾³ ÀÊÁ¹Ä³½³¹· »³ Àµ¹Ç³¼¸·Å »³
¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·ÅÒ µ¹ ³¹ Àµ¹À¾º³ »µ¹À Ñº³ ¾³ ´½¸¾³ ¶µºÃ ¾³´ µ¶·¸µ¹´ »³ ÂÁ¸Ó¾³
½Á·ºÃ¸·Å ´³ÃÁ ¸¹<º³¹ÀÅ ¶ÁÃ À³··³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹�
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ÞÁ¹´ ¾¿³¹´³½Ó¾³ »³´ µÓ´³ÃÇÁ·¸µ¹´ Å�³À·ºÅ³´ ´ºÃ ¾³´ ½µ»³´ »³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹
»³ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³Ò µ¹ Àµ¹´·Á·³ Ñº³ ¾³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ÀµÃÃ³´¶µ¹»Á¹·³´
Áº¼ µ¶·¸µ¹´ ÂµÃ·³½³¹· »Á¹´ Ëµº ÊµÃ´ »³Ï ¾Á ½µ¹¹Á¸³ ³· ¶ÃµÀÊ³´ »³ ¾Á ½Á·ºÃ¸·Å
´µ¹· Ã³¾Á·¸Ç³½³¹· ¸½¶µÃ·Á¹·³´ ³· ´³ »¸´·¸¹Äº³¹· »³´ Áº·Ã³´ Àµ½¶µ´Á¹·³´ Ë³¾¾³´ ¹³
´³½Ó¾³¹· ¶Á´Ò ³¹ ³�³· ´º¸ÇÃ³ ¾Á ·³¹»Á¹À³ ÄÅ¹ÅÃÁ¾³Ï  ½Á¸´ µ¹ Àµ¹´·Á·³ ÅÄÁ¾³½³¹·
Ñº³ À¿³´· À³ ·ê¶³ »¿µ¶·¸µ¹´ Ñº¸ ¶µ´´È»³ »³´ ÇÁ¾³ºÃ´ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å ¸½¶¾¸À¸·³ ¾³´
¶¾º´ ³¼·ÃÈ½³´ ³· ¾³´ ½µ¸¹´ ´·ÁÓ¾³´� Æ¾ ´³½Ó¾³ »µ¹À Ñº³ À³ ·ê¶³ »¿µ¶·¸µ¹´ ´µ¸· ¾³
¶¾º´ ´³¹´¸Ó¾³ Áº¼ ½µ»³´ »³ »ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ »ÅÀÃ¸·´ ¶ÃÅÀÅ»³½³¹·Ò ³· Ñº³ ¾¿̧ ¹´·ÁÓ¾¸·Å
»³ À³´ ÇÁ¾³ºÃ´ ´µ¸· ¾¸Å³ Áº¼ ¸¹À³Ã·¸·º»³´ »º ½ÁÃÀÊÅ� ²³ ÂÁ¸· Ñº³ ¾³´ Àµ½¶µ´Á¹·³´
¶µºÃ À³ ·ê¶³ »¿µ¶·¸µ¹´ ¹³ ´º¸Ç³¹· ¶Á´ ¾Á ·³¹»Á¹À³ ÄÅ¹ÅÃÁ¾³ ½µ¹·Ã³ Ñº³ ¾Á
»ÅÂµÃ½Á·¸µ¹ »º ´½¸¾³ ¶µºÃ À³´ µ¶·¸µ¹´ ³´· ·ÃÈ´ »¸óÀ¸¾³ Ö ³¼¶¾¸Ñº³ÃÒ ¾³´ ¶Ã¸¼ »³
½ÁÃÀÊÅ µÓ´³ÃÇÅ´ ´µ¹· ¶³º·ÔÝ·Ã³ ¸¾¾µÄ¸Ñº³´ ³· ¶ÃµÇµÑº³ »³´ ÃÅ´º¾·Á·´ ÁÓÅÃÃÁ¹·´´ºÃ ¾Á ´ºÃÂÁÀ³ »³ Çµ¾Á·¸¾¸·Å Ë³· »µ¹À ´ºÃ ´µ¹ ÅÇµ¾º·¸µ¹Ï�
²³´ µ¶·¸µ¹´ ·ÃÈ´ ¶ÃµÀÊ³´ »³ ¾Á ½Á·ºÃ¸·Å µ¹· º¹³ Çµ¾Á·¸¾¸Å ·ÃÈ´ ¸½¶µÃ·Á¹·³Ò
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